Az alabbi cikkben egy olyan grafelméleti probléméval foglalkozunk, amely szorosan kapcsolodik a cimben emlitett
feladathoz [l Ugy érezziik, mind a felmeriils kérdések, mind a megvalaszolasukhoz hasznalt moédszerek jo betekintést
nyudjthatnak abba, hogyan jut el a grafelmélet egy egyszerd feladat kis ,megcsavarasaval”, feltételeinek élesitésével a
maga mély problémaihoz és azok megoldasahoz. A hasznalt Gtletek: egy adott tulajdonsag szempontjabol maximaélis v.
minimalis pont kivalasztasa, egy adott tulajdonsagra nézve ,t6mor” rész keresése (Ramsey-tipusu tételek), binomialis
egylitthatok Osszegének becslése, egyszeri szélsGérték-feladatok megoldéasa ,t6bbszoros leszamolassal” — mind tipikus
grafelméleti otletek. A cikk megértéséhez szinte alig kell valamit tudni, de aki nem latja at a szerepld kifejezések
nagysagrendjeit” (n?-es, vagy n3-os-e pl. egy kifejezés), annak elss olvasaskor célszeriibb ,elhinnie” a szamolasokat,
mint ,elveszni” a részletekben. Végiil még egy tanécs: aki most ismerkedik a grafelmélet nehezebb kérdéseivel, annak
ajanljuk, hogy elGszor nézze at a II. tételt (ez jO példa a tObbszoros leszamolasra), az ott szerepld Ramsey-tétel
bizonyitasat, és probalja magatol bebizonyitani a (8) 6sszefﬁggéstﬁ; ha pedig nem megy, nézze elGszor 4t annak révid
bizonyitésat. Ha ezt jol érti, a tobbi, hosszadalmasabb bizonyitassal sem lesz gondja. — Mindenekel&tt definidljuk a
fogalmakat, melyeket hasznélni fogunk.

Cikkiinkben a megoldas ismertetése utan felvetett kérdésekkel foglalkozunk. Célszerd ehhez a grafelmélet nyelvét
hasznélni. ElGszor tehat roviden definidljuk a fogalmakat. Egy m ponta graf teljes, ha barmely két pontjat él koti
Ossze. A grafot k-szintinek nevezziik, ha minden éléhez hozza van rendelve k szin valamelyike. (Tehat minden élnek
pontosan egy szine van és Osszesen legfeljebb k szin fordul el6.) A szineket altaldban egyszertien sorszdmmal jeloljiik:
1. szin, 2. szin, stb. Egy m pontu szinezett teljes G graf minden pontharmasa harom éld részgrafot (a tovabbiakban
roviden: harmast) hataroz meg; ezek mindegyike egy-, ketts-, vagy haromszind lehet. Az egyszint harmasok szamat
eg-vel, a kétszintiekét kg-vel, a harom-szintekét hg-vel jeloljiik.

1.§ A feladatban olyan 3n + 1 pont, hdromszind teljes graf szerepel, amelyben minden pontbol n db 1., n db 2.
és n db 3. szind él indul. Az ilyen grafot egyenletesen 3-szinezett grafnak nevezziik. A feladat azt allitja, hogy ilyen
egyenletesen 3-szini grafokban van haromszind harmas, azaz hg > 0.

A feladat ismertetett megoldasai koziil az I. és a III. megoldas ennél tobbet bizonyit, nevezetesen azt, hogy
(1) ha = (3n+ 1)n.

Felvethetd a kérdés, vajon ,,jo becslés"-e ez hg-re. Az Osszes harmasok szama ugyanis

3 1 3n—1
() -

a kapott becslés tehat annyit mond, hogy a haromszinii harmasok szama az 6sszes harmasnak legalabb 3 1" edrésze.

Ez az arany azonban az n névekedésével tetszélegesen kicsi lehet, lim
n—oo 3N —

haromszind harmasok szdma az 6sszes harmasokhoz képest? Cikkiink els6 részében megmutatjuk, hogy nem. Be fogjuk
bizonyitani a kovetkezst:

= 0. De valéban ilyen elenyészé-e a

1. tétel. Létezik olyan c pozitiv dllandd, amelyre igaz, hogy egy 3n—+1 ponti, egyenletesen hdromszini teljes grdfban

2) he > c- <3”3+ 1).

Els6 lépésben azt latjuk be, hogy c¢ valaszthato 1/340-nek, vagyis az Osszes harmasnak majdnem a 3 ezreléke
haromszini. Késébb aztan megmutatjuk, hogy barmely ¢ < 1/36 szam is megfelel, tehat az Osszes harmasnak t6bb mint

173 1
2, T%-a haromszind. Masrészt megmutathato, hogy minden n-re van olyan egyenletes 3-szinezés, ahol csak 6< n;— )

1
haromszind harmas van. Nyitott kérdés, hogy hol az igazsag 1/36 és — kozott.

A tétel bizonyitasa azon az észrevételen alapszik, hogy a kozolt I. megoldas még (1)-nél is tobbet bizonyit. Nézziik
végig tehat e megoldas gondolatmenetét.
ElGszor is minden m-pontd 3-szind teljes grafban igaz a kovetkezs Osszefiiggés:

(3) he + ke + e = (7;)

Valoban: a jobb oldalon az Osszes harmasok szama all, masrészt minden harmas egy-, kett6- vagy haromszind, igy
e szadm egyenl6 hg + kg + eg-vel.

Legyen most G egy 3n+ 1 ponti, egyenletesen 3-szint teljes graf, s legyen x egy tetszéleges pontja. Szamoljuk meg,
hogy = hany olyan (z, y, z) harmasban szerepel, ahol az xy és xz élek azonos szinidek. Ez a szin haromféle lehet, és ha

1 A feladatot lasd a KOMAL 1988/2 szaméanak 56-57. oldalan.
2Vagyis azt, hogy ha egy n ponta teljes graf minden élét fehérre vagy feketére szinezziik, a harmasoknak ,durvan” legalabb a negyede
egyszind lesz.



mar rogzitettiik, akkor n db olyan szomszédja van z-nek, amellyel a valasztott szini él koti Ossze. Ezekbdl kettot (g) -
feleképp valaszthatunk ki, ami adott x-re 6sszesen 3 (Z) harmast jelent. Végiil magat az x pontot (3n + 1)-féleképpen

valaszthatjuk ki. Osszesen tehat 3(3n + 1) (g) harmast szamoltunk Ossze. Ekozben haromszind harmasokat nem

szamoltunk, a kétszinteket egyszer (az ,egyszini” cstcspontjuknal), az egyszintieket pedig mindegyik cstcspontjuknal,
teh&t haromszor is szambavettiik.
Ezek szerint

(4) ke + 3ec = 3(3n + 1) <g)

Ha most (3)-ba beirjuk, hogy m = 3n + 1, s kivonjuk bel6le a (4) egyenletet, azt kapjuk, hogy
(5) he = (3n+ 1)n+ 2ec.

Az L. tétel bizonyitasahoz elég tehat belatnunk a kdvetkezét:
II. tétel. Ha n = 6, akkor egy 3n + 1 ponti, egyenletesen 3-szini teljes grdfban

GGZL' 3n+1 '
680 3

Ebbdl ugyanis az L. tétel ¢ = 1/340 valasztassal mar kovetkezik, ha n = 6. Masrészt n = 1, 2, 3, 4, 5-re
1 3n+1 1 /16
. < -
340 ( 3 >=340(3><4’

holott (1)-b8l hg = 4 is kovetkezik. (Az 1. tétel a ¢ = 1/340 allandoval csak

jobb eredményt (1)-nél.)

Els6 pillanatban nem vildgos, miért lenne konnyebb a II. tételt bizonyitani, mint az [.-et. Miért lehetne konnyebben
becsiilni az egyszinti harmasok szamat, mint a haromszintekét? A valasz az, hogy altalaban, ha a szinezésre nem kotiink
ki semmit, akkor egy haromszint m-pontd teljes grafban nem feltétleniil van haromszint harmas. (Ha pl. az egyik
szint egyaltalan nem hasznéljuk, biztos nincs, s a feladat ismertetése utan’ szerepelt olyan m = 4n pontu teljes graf,

3n—1

= 340, azaz n = 227 esetén ad

1
amelyben minden pontbdl minden szinbél legalabb n — 1 = —m — 1 él indul ki, s mégsincs benne haromszint harmas

(1. abra).) Ezzel szemben egyszini harmas minden ,elég nagy” — legalabb 17 pontd — haromszini teljes grafban van.

1988-11-339-1.eps

1. dbra

Ez az alabbi, un. Ramsey—tipusfﬁ tétel specialis esete: Ha ng = [e- K]+ 1 = K! (1 + %4— %4— R %) + 1,
akkor egy K szint, ny . pontd teljes grafban mindig van egyszinid hdrmas.

(A tétel bizonyitasa megtalalhato a Kozépiskolai Matematikai Versenyek 1977-79. 261. oldalan.) K = 3-ra ng = 17,
K = 2-re ny = 6, s a kapott allitds (minden hatponta, kétszind teljes grafban van egyszini haromszog) az 1947. évi
Kiirschak-verseny 2. feladata volt, méas széveggel.

A II. tétel bizonyitasa innen mar egyszertien adodik. Ekkor ugyanis barmely m = 17 ponti haromszini grafban
van egyszini haromszdg, méghozza nem is kevés: minden 17 pontja tartalmaz legalabb egyet. Ez Gsszesen legalabb

m m
( 17) egyszind haromszog, igy azonban mindegyikiiket t6bbszor is megszamoltuk, nevezetesen 14 -szer, hiszen

egy adott harmashoz a tobbi m — 3 pontbol ennyiféleképpen lehet még 14 pontot hozzavenni. Ez azt jelenti, hogy a
grafban legalabb

() ml Mm-17) m(m—1)(m—2)
("7 1Tm -7t (m = 3)! 17-16-15

-5 (5) = (5)

3Lasd a KOMAL 1988/2 szaméanak 57. oldalan a 2. megjegyzést.
%A Ramsey-tipust tételek olyan allitasok, amelyek azt mondjak ki, hogy egy ,elég nagy” K-szinii grafban van egy elére megadott tipusa
egyszini részgraf (a mi esetiinkben haromszog).




kilonbézo egyszind harmas van. Belattuk tehat, hogy igaz a

ID. tétel. Ha m = 17, és G hdromszini, m-ponti teljes grdf, akkor

e ZL m'
9=680\ 3

Ebbdl pedig a IL. tétel m = 3n + 1 helyettesitéssel mar kovetkezik és igy az I. tétel bizonyitasa is teljes. (Ha n =

1
6, m = 3n+1 = 17.) Természetes a kérdés, hogy mennyire pontos ez az 680 allando. Az 1. abran lathato grafban

1 1
kevesebb, mint 6 <T§) egyszini haromszog van. A 2. abra grafjan kevesebb, mint % (gj) egyszini harmas van.

B 1 1 1 1
Erdekes és nem teljesen tisztazott kérdés, hogy hol az igazsag 630 és % kozott. (Az @—as szorzot késSbb T e

fogjuk javitani.)

1988-11-340-1.eps

2. dabra

2.8 Bebizonyitottuk tehat az I. tételt ¢ = 1/340 allandoval. Felvetettiik azt a kérdést is, hogy a II. tételhez
hasonléan nem lehet-e elhagyni az 1. tételben is a szinezés egyenletességére vonatkozo kikotést. Az 1. abra grafja
mutatja, hogy ,elég sok” él kell minden szinb6l. Erdss Pal vetette fol a kdvetkezd kérdést:

Nevezziik egy m-pontu teljes graf 3-szinezését a-egyenletesnek, ha minden pontjabol legalabb a(m — 1) db 1. szind,

1
s legalabb ugyanennyi 2. ill. 3. szind él indul ki. (Nyilvan csak a < 3 esetén képzelhetd el ilyen szinezés, hiszen az egy

1
pontbdl indul6 élek szama m — 1, s ez nem lehet kevesebb 3a(m — 1)-nél. Ha a = 3 akkor m = 3n + 1 alakd, s a

szinezés egyenletes.) Kérdés: a milyen értékeire igaz, hogy minden a-egyenletesen haromszind, m-pontt teljes graftban
van haromszind harmas?

Az els6 Otletiink az, hogy keressiik meg (5) megfelel§jét a-egyenletes szinezésekre, hiszen ennek segitségével vezettiik
vissza a haromszind harmasok szamanak kérdését az egyszintiekére. Evégett még egyszer attekintjiik az (5)-6t bizonyitd
gondolatmenetiinket.

Legyen G egy haromszind, m-pontu teljes graf, s legyen x egy tetszéleges pontja. Jelolje rendre dy(z), da(x) és
ds(z) az z-bdl indulé 1., 2. és 3. szind élek szamat. Ekkor nyilvan

(6) di(z) + da(x) + d3(x) =m — 1.

Az egyenletes szinezésnél m = 3n + 1 és di(x) = da(z) = ds(x) = n volt. Megszamoltuk, hogy az x hany olyan
(z, y, z) harmasban van benne, ahol zy és zz szine azonos. Ezt most is megtehetjiik: az xy és xz él szine pontosan
akkor lesz az i. szin, ha y-t és z-t az xz-nek azon d;(x) szomszédja koziil valasztjuk, amellyel i. szind él koti ssze. Ilyen

. d2(x) — d;
(y, z) par tehat (dléx)) = M van. Az x pont tehat

("57) + (57) + (157 = i) + o) + ey - 25

n
olyan harmasban van benne, ahol zy és xz szine azonos. (Az egyenletes szinezésnél ez a szam 3( 2)) Ha most
Osszeadjuk a G graf minden x csticsara igy kiszamolt értékeket, akkor a kétszind harmasokat pontosan egyszer, az

egyszintieket pedig haromszor szamoljuk (a haromszinteket egyszer sem). Igy a kovetkezs Osszefiiggést kapjuk:

(4% ke + 3eq = % Z (d%(w) + d3(z) + d3(z) — mT—1> .
zeG

Ez a képlet (4) megfelelGje tetszdleges haromszint teljes G grafnal. (Az Osszegzés a G pontjaira torténik.) Ha ezt

(3)-bdl kivonjuk, megkapjuk (5) megfelelGjét:

() he = 2eq + (f;j) 5 S ) + B) + B) — (m 1)),
x€G

1
5 Kostoczka, lengyel matematikus a kozelmualtban megmutatta, hogy a a > 1 esetén mindig létezik 3-szinli harmas, egyébként nem
feltétleniil.



A talalt eredmény egyel6re nem tul attekinthetd. De ha meggondoljuk, hogy mi a célunk vele, rogton konnyebben
kezelhet$ lesz. A haromszind harmasok hg szamat akarjuk — rogzitett m mellett — az egysziniek eg szamaval alulrél
becsiilni, éspedig a-egyenletes szinezések esetén. Ehhez viszont elég a di (x) 4 da(z) + da(x) 6sszeget feliilrd]l becsiilni.

A d;(x) szamokra tobb kikotésiink is van: Osszegiik (6) szerint m — 1, és d;(z) 2 a(m — 1), mert a szinezés

A
a-egyenletes. Bevezetve az a; = il )1 jelolést:
m

(7) ait+ax+az=1, a1 =a, axZa, aza,
s e feltételek mellett keressiik
di(w) + d3(w) + d3(w) = (o] + a3+ a3)(m — 1)%,

tehat a? + a3 + a3 maximumét. Az x? fliggvény konvexitasabol konnyen biztosithaté az alabbi

Lemma: A (7) feltételek mellett ai+a3+a3 akkor és csak akkor maximdlis, ha két a; értéke a, a harmadiké 1—2a.
Ez esetben az dsszeg értéke 20 + (1 — 2a)? = 6a® — 4a + 1. (1d. a F. 2686. feladatot e szam 371. oldalan.)

Térjiink most vissza (5’) képletiinkhoz! A jobb oldalon szerepld Gsszeg minden tagjarol tudjuk most mar, hogy
legf6ljebb

(6a® —4a+1)(m —1)? — (m — 1) = (6a* — 4a + 1)(m — 1)(m — 2) — (4a — 6a*)(m — 1) <
< (6a® —4a+1)(m —1)(m — 2),

1
mert 0 < a < 3 esetén 4a — 6a > 0. igy (5°) jobb oldalan az m tagu Gsszeg minden tagja legfoljebb ennyi, tehat azt
kapjuk, hogy

he > 2eq — %m(m ~1)(m —2)(6a® — 4a + 1) + <7§’) =

=2eg — @) (3(6a% —4a+1)—1) =2 <eG —(1- 3a)2<7§)> .

Vagyis tetszdleges m-ponti, a-egyenletesen hdromszinid teljes G grdfban igaz, hogy

(57) he > 2 <eG — (1 - 3a)? (C’;‘)) :

Sikeriilt tehat az a-egyenletes szinezésre az (5)-hoz hasonlo, egyszerd becslést kapnunk a haromszind harmasok
szamara.
A becslés természetesen anndl ,rosszabb”, minél kevésbé egyenletes a szinezés, tehat minél kisebb az a. (Ne felejtsiik,

1 1
hogy a > 3 hem lehetséges!) Az a = 3 esetre még hg > 2eq adodik beldle, ami nem lényegesen rosszabb (5)-nél. Ez
1
azt mutatja, hogy a becslés ,elég pontos”; legalabbis a = 3 kozelében. (Valojaban minden a-ra elég erés a becslésiink.)

1
Nézziik, mire hasznalhato. A II” tétel szerint tetszéleges haromszinezésre e = (m) (ha m = 17). Ebbsl

= 680\ 3
iszont kovetkezik, hogy ha (1 — 3a)? < L ehat ha © L <l (57) jobb oldalé itiv (m-t6l
V1SzOon ovetkezik, nogy na a 680, ena a 3 3\/@ a = 3, AKKoOr Jo Oldalan pozitiv {(m-to.

1 1
fliggetlen) szam &ll a zarojelben. Tehdt =2 a > - — ——
gaetlen) ) 35973 3/6%0
hanem az 0sszes harmasok ,pozitiv szdzaléka” haromszind:

1 1 1
II1. tétel. Ha 3 Za>-—

3 3v680

van hdromszind hdrmas. A hdromszinid és az Gsszes hdrmasok ardnya egy rogzitett (m-tdl figgetlen) pozitiv szdam,

~ 0,32 055 esetén nemcsak hogy van haromszint hérmas,

és m 2 17, akkor minden m-ponti, a-egyenletesen hdromszini teljes grdfban

1
_(1— 2 peeqes ]
580 (1 —3a)* folott van

1 1
3.8 Most szeretnénk csokkenteni az a-ra kapott <— —

3 3680

630 (7;1) -nal jobb als6 becslést talalnunk. Ha meggondoljuk, erre is van kilatasunk, hiszen ezt az als6 becslést tetszdleges

) also korlatot. (5”) szerint ehhez eg-re kellene az

szinezésre kaptuk, de most elég volna az a-egyenletes szinezések esetén javitani rajta.



A kovetkezd észrevételbdl indulunk ki: ha x egy a-egyenletesen szinezett teljes graf egy pontja, akkor ,elég sok” 1.
szind él indul beldle, ezek végpontjai tehat onmagukban is nagy — legalabb a(m — 1) pontu — teljes részgrafot alkotnak.

-1
a(m3 )) ~ a’ (?) 1. szinii haromszogiink. Ha viszont

egyaltaldn nincs benne 1. szint él, akkor egy kétszind nagy teljes részgrafunk van, amelyben varhatéan megint sok
lesz az egyszinii haromszog. Altalaban e két szélsGséges eset valamilyen keverékét kell megprobalnunk jellemezni. Ezt
a kovetkezoképp tessziik: legyen D; azon pontok halmaza, amelyeket i-szini él kot Ossze z-szel. (D;-nek ekkor D;(z)
pontja van.) A D; pontjai kozott fut6 i-szini élek szamat jelolje e;. Ekkor az x pontosan e; darab i-szint, egyszini
harmasban van benne. Tekintsiik most a D; pontjai &ltal alkotott részgrafot, s valtoztassuk meg ebben az e; db ¢-szini
él szinét a masik két szin egyikére. Az igy kapott d;(x) pontu teljes graf mar csak kétszind.

Sziikség volna tehat egy kétszint teljes graf egyszint harmasai szamanak alsé becslésére, majd meg kell gondolnunk,
hogy az ilyen egyszinti hArmasoknak csak egy része johetett létre a szinezés megvaltoztatasaval. Probalkozhatnank a I’
tétel bizonyitasakor kovetett modszerrel (Ramsey-tipusu tételre valo hivatkozas), de ez most igen durva eredményhez
vezet. Vegylik észre, hogy (5’) most is hasznalhato, és pontosabb becslést ad. Egy kétszind, teljes graf ugyanis olyan
haromszini teljes grafnak is tekinthets, amelyben a 3. szin nem szerepel, tehat minden z pontra ds(z) = 0. Ekkor
persze haromszint harmas egyaltalan nincsen, hg = 0. Igy (5’) alapjan pontos értéket nyeriink az egyszint harmasok
szamaéra:

Ha e teljes részgraf minden éle 1. szind, akkor méris van (

tec = 3 (@) + (o) ~ (m— 1) ~2(7y ).

zeG

Az Osszegzés G minden pontjara torténik. di(x) + do(x) = m — 1, igy a négyzetes és szamtani kozép kozotti

(m —1)?

osszefiigges alapjan d? (z) 4 da(z) > — A jobb oldalon az Osszegnek m tagja van, igy az legalabb

3
Az egész jobb oldal igy legalabb (7;) <1 — —2>, tehat egy kétszind, m-pontu teljes grafban
m—

® wo23(3) (-55) =3(5)-3(5) =3("s ) -3

Az Osszes harmasoknak tehat majdnem az 1/4-e egyszint. (Ez a becslés nagyjabol pontos: m = 2n esetén a 3.

1) egyszind harmas van.)

3 m —

1
ébran lithat6 kétszind, m-pontd grafban <m) (1-
1988-11-344-1.eps
3. dbra

Térjiink most vissza a D;. részgrafunkhoz, amelyben e; db él szinezését megvéltoztattuk, hogy kétszini legyen. (8)
1/d; —1
szerint most legalabb g > — Z(dl — 1) egyszint harmas van benne. (d;(x) helyett mostantol roviden d;-t irunk,
ez nem fog félreértésre okot adni.)
Ha most az e; db atfestett élnek visszaadjuk eredeti szinét, akkor ezzel legfoljebb e;(d; — 2) harmas szinezését
valtoztatjuk meg, hiszen D;-ben egy él dsszesen d; — 2 harmasban van benne. Igy legfoljebb e;(d; — 2) egyszint harmas
szinezése romlik el, tehat D;-ben még mindig marad legalabb

1/d; —1 1
Z( 3 )_Z(dl_l)_eldl+2ez

egyszint harmas. (Ez akkor is igaz, ha az igy kapott szam negativ volna.) Ha ezt Di-re, Do-re, Ds-ra végigcesinaljuk,
a graf egyszintd harmasainak szdméra az

(9) eq > i <<d13_ 1> + <d23_ 1) + <d33_ 1) —(m— 4)) —(exdy + eads + e3ds)

becslést kapjuk. (A 2(e; + e2 + e3) tagrol nyugodtan elfelejtkezhetiink, az a kivonandé mellett ,nem rug labdéba”.)

z—13—(z—1
A kapott becslés most sem til attekinthets. De az ; = ( ) 5 ( ) képlet alapjan a harmadik hatvanykozép és a

szamtani kozép kozotti egyenlGtlenség segitségével a jobb oldali binomidlis egyiitthatok Ssszege becsiilhets alulrol:




Méarmost ellenérizhets, hogy ha m = 3, akkor a kapott egyenlStlenség jobb oldalara
1(m=7\> m-7_1(m 18
= — = 1—— —4 és 1
2( 3 ) 6 >9<3>< m—2)+(m ), &gy

a (51 ()0 (45 o= 3(3) (- 72).

Még a (9)-ben szerepl eid; + eads + esds-ra kell taldlnunk egy fels6 becslést. Vegyiik észre, hogy eddig nem
hasznaltuk ki a szinezés a-egyenletességét (egyébként ezért is nem adja gondolatmenetiink a lehets legjobb eredményt).
Most viszont kihasznaljuk, méghozza abban a formaban, hogy i = 1, 2, 3-rad; < (1 —2a)(m — 1), ami d; 2 a(m — 1)
és dy + do + d3 = m — 1-b6l kovetkezik. Ezért

(11) e1dy + eads + e3ds < (e1 +ea+ 63)(1 —2a)(m —1).

Most (e1 + ea + e3)-at kell még feliilrsl becsiilniink. Mint lattuk, eq + e2 + e3 éppen az olyan egyszind harmasok

szama, amelyek tartalmazzak z-et. Osszesen eg db egyszinti harmas van, és minden harmasban harom pont, egy pont

3e
tehat atlagosan -G egyszind harmasban van benne. S miutan z-rél eddig nem tettiink fel semmit, most feltehetjiik,
m

3e
hogy (az egyik) olyan pont, amelyik minimalis szamu egyszini harmasban fordul el6. Ez a minimum legf6ljebb TG s
m

36@
e1+es+e3 s —.
m

Ezt (11)-gyel 6sszevetve

m—1

erdy + eads + ezds < 3eq(1 — 2a) < 3eq(1 —2a).

Ezt, valamint (10)-et (9)-be beirva :

1 /m 18
= 1- 2 ) _(3—
e > 36<3) ( m—2> (3 = 6aeg,

ahonnan azt kapjuk, hogy egy a-egyenletesen hdaromszini, m ponti teljes G grafban

(12) eq > m (7;) (1 - %) .

(Ha a = 0, akkor a szinezésre nincs kikotés. Ez esetben a 1T’ tétel élesitését kapjuk: egy m-pontid, haromszind teljes
18

5 szorz0 egyre

1 18
grafban az 6sszes harmasnak legalabb Tia (1 - —2> -d része egyszini. Nagy m-ekre az 1 —
m—

1
kozelebb van az 1-hez, igy az Osszes harmasnak majdnem az m—edrésze egyszind. Ez azonban még mindig messze

van a legjobb eredménytdl.)
Most mér nincs més dolgunk, mint 6sszevetni (12)-t (5”)-vel:

IV. tétel. Ha G m-ponti, a-egyenletesen hdromszind teljes grdaf, akkor

> -1 my (o 18 és i
IS __18
¢~ 36(4—6a) \ 3 m—2)" &Y

ha > 2 <36(41_6a) <1 - m1f2) i —3a)2> <7g)

(1 —3a)?, akkor — legalabbis elég nagy m-ekre — a zaréjelben pozitiv szam all, s igy igaz az

Ha tehat
alabbi

1
36(4 —6a)



Kovetkezmény: Ha 1 > (4 — 6a)(1 — 3a)? - 36, ha tehdt pl. a > 0,2961, akkor minden elég nagy m-re az m-
ponti teljes graf barmely a-egyenletes hdaromszinezésében van hdromszind hdrmas, sét az ilyenek és az dsszes harmasok
szamdnak az ardnya egy csak az a-tol fliiggd szam félott marad.

1
Valéban: ha b = 3600 —6a) (1 —3a)? > 0, akkor elég nagy m-re

1 18 < b 1o e = b m
>< 9 - .
36(4—6a)  m—2 2a51gyeeg nagy m-re hg 5

1
Megjegyezziik még, hogy (9)-ben a kisebbitendst a dy = dy = ds = g(m — 1) értékkel becsiiltiik, mig a kivonandot

ady =dy =a(m—1), d3(1—2a)(m — 1) értékkel. Ha kicsit 6vatosabban jarnank el, és a kisebbitendst és kivonandot
hasonléan becsiilnénk, valamivel jobb becsléseket kapnank.



