3p

Dolgozatunk elézménye a kovetkezs feladat volt: bizonyitandé, hogy ha p prim, akkor { — 3| oszthato p? -tel.

Ennél kicsit tobbet és némileg altalanosabb Osszefiiggést sikeriilt megmutatnunk, ezt ismertetjiik a tovabbiakban.

Tétel: Ha p 3-ndl nagyobb primszdam, akkor [(Zﬁ) - (Z

A bizonyités els6 részét kombinatorikus tton végezziik. Tekintsiik az 1, 2, .. ., ap szdmokat. Osszuk ezeket a darab
,blokkra”; az els6 alljon az 1,2,...,p; amésodik a (p+1), (p+2),...,2p;...aza -adikaz (a— )p+1, (a —1)p+2,
.., ap szamokbol. Vegyiink a fenti ap darab szam koziil bp -t ugy, hogy ne b teljes blokkot véalasszunk ki. Az ilyen

)] oszthatd p>-nal.

LHtelitetlen” kivalasztasok szdma éppen [(Zp> — ( Z)] , mivel bp darab szam kivalasztasa (Zp> - féleképpen torténhet,
P P

és ezek kozott Z kivalasztas all b darab teljes blokkbol. A telitetlen kivalasztasokat most olyan osztalyokba soroljuk,

melyeknek elemszama — vagy tobb ilyen osztaly elemszaméanak az sszege — p3-nal oszthat6, amib6l a bizonyitando
allitas nyilvan kovetkezik.

Nevezziik forgatasnak a kovetkezs miiveletet: ha egy blokkban a kivalasztott szamok ¢1 < co < ... < ¢, (0 <k < p),
akkor ebbdl a blokkbol a mivelet utén (¢; + 1), (c2 + 1), ..., (cx + 1) szerepeljen az 4j kivéalasztasban, a tovabbi
blokkokat, illetve az azokbol kivalasztott szamokat pedig hagyjuk valtozatlanul. (Ha ci a blokk legnagyobb eleme, akkor
helyette vegyiik a legkisebbet.) Tartozzanak ezek utin egy osztalyba azok a kivalasztasok, amelyek tobb-kevesebb —
nem sziikségképpen ugyanazon a blokkon végrehajtott — forgatassal egymésba vihetSk. A telitetlen kivalasztasok igy
kapott osztilyai koziil nyilvan semelyik kettének nincs kozos eleme. (Igy ekvivalenciarelaciot definidlunk a telitetlen
kivalasztasok halmazan. A szerk.)

A fenti miveletet szemléletessé tehetjiik, ha az ap darab szamot a darab szabalyos p-oldalu sokszog csucsaihoz irjuk
és a csucsokban megjeloljiik a bp darab kivalasztott szamot. Egy forgatas igy az egyik sokszogon levé jelek elforgatésat
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jelenti il szoggel (4bra).
p
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Azt allitjuk, hogy ha egy — nem {iires, nem teli — blokk kivételével rogzitjlik az 6sszes tobbi elemet, akkor egy adott
kivalasztasbol az adott blokk forgatasaival éppen p darab kiilonboz6 kivalasztas érhetd el. Tébbet nem kaphatunk,
hiszen egy blokkon beliil p darab elforgatas énmagéaba viszi a blokkot és igy az adott kivalasztast. Igy csak azt kell
megmutatnunk, hogy p-nél kevesebb elforgatas az eredetitsl kiillonbo6zé allapotra vezet. Tegyiik fel, hogy allitasunkkal
ellentétben egy nem iires, nem teli blokkot r szamu elforgatas (0 < r < p) dnmagéba visz. Tekintsiik a blokk egy
kivalasztott c; elemét. Az r darab elforgatas ezt olyan ¢y szamba viszi, amelyre co — ¢; = r(mod p), és ¢y maga
is kivalasztott. A fenti gondolatmenetet co-re, és tovabb alkalmazva a kivalasztott szdmoknak olyan cs, c4, ..., ¢p
sorozatédhoz jutunk, amelyre ¢, — ¢; = (k — 1)r(mod p). Ezek a szdmok mind kilonbozok, hiszen c; és ¢; (1 < j) csak
akkor lehet egyenld, ha (j — )7 oszthato p -vel (0 = ¢; —¢; = (j — i¢)r(mod p)). Ez viszont nem fordulhat els, hiszen
j,i < pmiatt j —i < p, tovabba r < p , és p primszam. Igy viszont a blokk minden eleme kivalasztott, amit pedig
kizartunk. Ezzel a kimondott allitast igazoltuk.

Vegyiik most szemiigyre az olyan osztalyokat, amelyek kivalasztasai legalabb harom nem {iires, nem teli blokkot tar-
talmaznak. Az ilyen osztalyok elemszama — figyelembe véve, hogy a nem fires, nem teli blokkokat egymastol fiiggetleniil
forgathatjuk p helyzetbe — p-nek legalabb a harmadik hatvanyaval oszthato.

Olyan kivélasztas, melyben a nem iires, nem teli blokkok szama 1, nem létezik, hiszen a kivalasztott elemek szama
p-vel oszthato.

Az eddig figyelembe nem vett osztalyok mindegyike tehat pontosan két nem iires, nem teli blokkot tartalmaz.
Egyesitsiik most azon osztalyokat, amelyekre ez a két blokk ugyanaz, tovabba a teli blokkok is azonosak. Ha az egyik
blokkban k&, akkor a masikban (p — k) kivédlasztott elem van, igy ebben az egyesitésben

& p p e py
kz_:l(k) <p—k> _kz_:l(k)
darab kivalasztas szerepel.

Tételiink bizonyitasahoz most mar elegendé megmutatnunk, hogy ez az dsszeg is oszthato p®-nal. (Maga az Osszeg
egyébként (2]9) — (i) , hiszen a rogzitett két blokkban 2p darab szam koziil valasztunk ki p darabot ugy, hogy a
kivalasztott slz)amok nem alkotnak teljes blokkot. Igy tételiink speciélis esetével allunk szemben: a =2 és b = 1.)

(Z) = k'(ppilk)' oszthatd p-vel, hiszen a szamlalo oszthato vele, a nevez6 nem. Ezért Gsszegiink minden tagja
oszthaté pQ—t(.el. A tox'/abbiakban tehat annak bizonyitasara szoritkozhatunk, hogy

(o]

k=1



oszthatd p-vel.
Ha megmutatjuk, hogy

(1) %’f)z%)modp), 1<k m<p—1)

akkor és csak akkor teljesiil, ha k = m, vagy k + m = p; — tehat ha a szdmlalok egyenlSk — tovabba, hogy

" ©_

= - (mod p)

sosem allhat, akkor a

szamok p-vel osztva az
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maradék parok mindegyikének pontosan az egyik tagjat allitjak els, s azt kétszer. Ez esetben pedig

k=1

(1,-1), (2,-2), ..., <P;1 _p;l)

i

p—1 2 p—1l ptl |
12—|—22—|—...+<—) =2-2 2 — (mod p),

s ez utobbi p > 3 miatt valéban oszthato p-vel.

Az (1), (2) kongruenciak vizsgalatahoz el6szor egy segédtételt igazolunk:
ha p prim, és k < p nemnegativ egész, akkor
Elp—k— 1)+ (=1)F

oszthato p-vel.

A bizonyitas a k -ra vonatkozo teljes indukciéval torténik. & = 0-ra Wilson tételét kapjuk Tegyiik fel, hogy k -ra
mar belattuk az allitast, azaz :

El(p—k—1)!= (=1 (mod p).

Most p—k —1= —(k+ 1) (mod p) felhasznalasaval:

Klp—k—2)-[=(k+1)] = (=) (mod p),

ahonnan (—1) -gyel szorozva

(k+D(p—k—2)!'=(=1)**2 (mod p).
Ez pedig éppen a (k + 1) -re vonatkozo allitasunk, igy a segedtételt belattuk.

P P
Lassuk tehéat, hogy (—k) = (L) (mod p) mikor allhat fénn.
p p

(p—1! _ (p—1)
Rk = mi(p —myi (e p)

El(p — k)!m!(p — m)!-sal szorozva és (p — 1)!-sal osztva (ezek relativ primek p -hez, igy ekvivalens atalakitasokat
végeztink):

m!(p —m)! = k!(p — k)! (mod p).
Segédtételiinket felhasznalva ez akkor és csak akkor igaz, ha

(-1 (p—m) = (=1)*"(p — k) (mod p).

Ha m és k azonos paritastak, akkor innen k¥ = m, ha pedig kiilonboz6 paritasuak, akkor k + m = p adodik. (0 <
k, m < p; p paratlan). Utobbi lépéseink is megfordithatoak voltak. Ezzel a segédtétel els6 részét igazoltuk.

! Wilson tétele azt mondja ki, hogy (p — D! 4+ 1 oszthato p -vel, azaz (p — 1)! = —1 (mod p). Bizonyitasa megtalalhato pl. Hajos
Gybrgy—-Neukomm Gyula—Surdnyi Janos: Matematikai Versenytételek II., Tankdnyvkiadé 1965. 101-102. oldal.



P P
A Q = —@ (mod p) foltevés a fentiek szerint arra vezet, hogy:
p

~(=1)""(p—m) = (=1)*"(p ~ k) (mod p).

Itt viszont, ha k és m azonos paritastak, akkor k 4+ m = p, ha pedig kiilonb6z6 paritasuak, akkor k = m kovetkezik,
ami lehetetlen, mert a p paratlan. Ezzel a segédtételt teljes egészében belattuk, és igy tételliink bizonyitasa is teljes.
*
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Maés tton is igazolhat6, hogy [(;) - 2} =0 (mod p*). Kiirva:

2(2p—1)...(p+1) 2-2p—1)...(p+1) _
1-2-...-p - 1-2-...-(p—1) =2 (mod p?).

(p — 1)! és 2 is relativ prim p3-hoz, ezért azonos atalakitas, ha (p — 1)!-sal szorzunk és 2-vel osztunk:

(3) (p+1)(p+2)...[p+(p—1)] = (p—1)! (mod p°).

Végezziik el a beszorzast a bal oldalon. A p*-os, plees, ..., pP l-es tagok oszthatok p3-nal. A p? egyiitthatoja ekkor

- 1! - 1! —1)!
A==t et (=)
1-2 1-3 (p=2)(p—1)
minden lehetséges par megjelenik a nevez6ben), a p egyiitthatoja pedi
& gl g g
-0 (-1 (p—1)!
Ay = e
2 1 + 5 +...+ b1

A; oszthato p-vel, A, pedig p*-tel. (Ez utobbiak bizonyitasa megtalalhato D. O. Skljarszkij~N. N. Csencov—1I. M.
Jaglom: Vélogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébdl, 1. kotet. Bp. 1979. 135-136. oldal.) Ebbdl a (3)
kongruencia kovetkezik, hiszen a bal oldalon a beszorzas és a p hatvanyai szerinti rendezés utan a , konstans” (p—1)!-on
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kiviil minden tag oszthaté p>-nal. A lépések megfordithatéak voltak, igy tehat ( p) = 2 (mod p3).
p

*

apk

bpk
lathatjuk be; k£ = 1 -re tételiink fent bizonyitott allitasat kapjuk. Tegyiik most fel, hogy k-ra mar igazoltuk az allitast;

ekkor (k + 1)-re:
() = ) = [Goeen) = Go)] 1) - G

és itt az elsd szogletes zardjelben allo tag kiindulo tételiink, a masodik szogletes zardjelben allo tag pedig az indukcios
feltevés szerint oszthato p® -nal, igy az allitas (k + 1)-re is kovetkezik.

Tétellink allitdsabol azonnal adédik hogy {( ) — (Z)} is oszthato p®-nal (k =2 1, egész). Ezt teljes indukcioval



