Sokszor hasznos lehet, ha irracionélis szamokat hozzajuk kozel esé raciondlis szamokkal helyettesitiink. Most eg
olyan médszerrel ismerkedhetiink meg, melynek segitségével teljes altaldnossagban megoldhatjuk a 2425. gyakorlatot

Kozismert, hogy az irraciondlis szamok tetszéleges pontossaggal kozelithetSk racionalis szamokkal: adott nevezsjd
tortek kozott ugyanis van olyan, amelyik a nevezd reciprokinak a felénél kozelebb van a vizsgalt irraciondlis szamhoz,
és ez az eltérés barmilyen kicsi lehet, ha a nevezs elég nagy.

Vajon van-e ennél jobb modszer, léteznek-e olyan kozelit§ tortek is, amelyek a nevezgjiik reciprokanal kisebb
nagysagrendben térnek el a vizsgélt szamtol? Masképpen szolva lehet-e a valos szamokat mar viszonylag kis nevezgjd
tortekkel is viszonylag jol kozeliteni? A v/3 = 1,73205... szamot példaul a két tizedesre pontos 1,73 = 173/100
értéknél jobban kozeliti meg a lényegesen kisebb nevezGji 26/15 = 1,733, és még sokkal jobban a 100-nal még mindig
kisebb nevezdji 97/56 = 1,73214... .
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Az 3 viszont barmely to6le kiilonbozs p/q torttsl legalabb % tavolsagra van, és ez altalaban is igaz: a racionalis
q

szamokat ilyen értelemben nem lehet jol kozeliteni.
a
1. Tétel: Ha eqy 3 ractondlis szdmot téle kiilonbozd, q nevezdji raciondlis tortekkel kézelitink, akkor a hiba mindig

legaldbb l
bq

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy % #* ]—?, bq > 0. Ekkor
q
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mert ag — bp 0 -t6l kiilonb6z6 egész szdm.
Egészen méas a helyzet az irraciondlis szdmok esetében :

2. Tétel: Tetszdleges v irraciondlis szdmhoz végtelen sok P laki raciondlis szim taldlhaté (g > 1), melyre
q

a—£‘<
q
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5, @ kozelités hibdja tehat kisebb, mint a nevezd reciprokdanak a négyzete.
q

(Feladat: Bizonyitsuk be, hogy az ilyen tortek mind kiilénboz6 nevezgjiek.)

1
Bizonyitds: Legyen N egy olyan pozitiv egész szdm, hogy N maér kisebb, mint «a -nak a hozz4 legkozelebb es6 egész

szamtol valo eltérése. Tekintsiik a kovetkez6 N + 1 darab 1 -nél kisebb, nem negativ szamot:

{a}, {2a}, ..., {Na}, {(N+1)a}.

Ezek egyike sem 0 és semelyik kett6 nem egyenls, kiilonben az a raciondlis volna. Van tehat koztiik ketts, {ia} és

1
{ja}, melyek eltérése N—nél kisebb:
1

0 ol — {7 —

<{ia} = {ja} < 5,
kiilonben nem férne el az N + 1 darab szam a (0, 1) intervallumban. Ekkor a tortrész definicidja szerin

; ; ) . 1

0 <ia— [ia] — ja+ [ja] < N A

0] ~ [ja] < (i — j)a < fia] ~ [jo] + -

Ha most ¢ > j, akkor ¢ =i — j, p = [ia] — [ja] valasztassal:

1
p<qa<p+ N ahonnan

P p, 1 .
- <a<=—+4+— ésigy valoban
q q Ngq
P 1 1
a—=| < — < =,
q’ Nqg = ¢

ugyanis 1 £ 4, j £ N+ 1 miatt ¢ =i —j < N. Ha pedig i < j, akkor ¢ = j — 4, p = [ja] — [ia] valasztéssal jutunk
ugyanerre az eredményre.

! A megoldds a KOMAL 1988/3. szaméanak 114. oldalan olvashato.



1
A ¢ nagyobb 1 -nél, hiszen egyébként |a —p| < ~ volna, ellentétben N valasztasaval. Egy megfelel b tortet tehat
q

1
maér taldltunk. Ha most egy olyan N;-et valasztunk, melyre ~ < |la— b , akkor a fenti eljarast N helyett N7 -gyel
1 q
elvégezve olyan D1 ¢orthoz jutunk, melyre
q1
1 1 1
a2 < —, tovabba a2t < < —,
ol g ol Ng M
és ezert L es 2L kiilonbozok. Ha most ezt az eljarast folytatjuk, tehat Pl o\sallitasahos ugy valasztjuk N;yq -et,
q q1 di+1
hogy
1 Pi
< |l ——
N1 ‘ Qi
legyen, akkor végtelen sok kiilonb6zé Piortet kapunk, melyekre
i
; 1
g >1 és ‘a—& < =.
qi q;

Meég egy lépéssel tovabbmehetiink, és megkérdezhetjiik, mi a helyzet, ha egyszerre tobb szdmot szeretnénk azonos
nevez6ji tortekkel kozeliteni. Az el6z6 bizonyitas modszerét magasabb dimenzidkban altalanositva (pl. két irracionélis
szam, a és [ esetén a (0,1) x (0, 1) egységnégyzet ({ia}, {j8}) koordinataju pontjait tekintve) a kdvetkezs eredményre
juthatunk:

3. Tétel: Legyenek o, . . ., o,y tetszdleges irraciondlis szaimok. Ekkor taldalhato végtelen sok q pozitiv egész, és minden
egyes q -hoz a megfeleld p1,...,pm egész szamok gy, hogy

Di
o — —

<égqg=
q

gtm

teljesiil egyszerre i =1,2,...,m esetén.
Ez azt jelenti, hogy a ,,szimultan” kozelités hibaja még mindig kicsi a nevezs reciprokdhoz képest: ¢,-¢ — 0, ha ¢ —
+00.
*

A 3. Tétel ismeretében mar batran hozzafoghatunk a 2425. gyakorlat kovetkez6 altalanositasahoz:

4. Tétel: Az a1, az, ..., agny1 valos szamokrol tudjuk, hogy bdarhogyan is hagyunk el kozilik egyet, a maradék
2n szam két n elemd halmazra bonthato gy, hogy a két halmazban egyenld az elemek dsszege. Ekkor a szdmok mind
egyenldk.

Bizonyitds: Ha az a; szdmok egészek, akkor csak a 2425. gyakorlat megoldasara kell hivatkoznunk. Ebbél kdnnyen
nyerhetjiik az allitast, ha az a; szAmok mind raciondlisak, ugyanis a szdmokat a nevezék legkisebb k6z0s tobbszorosével
szorozva a feltétel tovabbra is fennall, szdmaink pedig egészek lesznek.

Mit tehetiink azonban akkor, ha a szamok kozott irracionalisak is akadnak? Tegyiik fel elgszor, hogy az a; szamok
mindegyike irracionalis. Stratégiank ekkor a kovetkezs lesz : az a; szdmokat alkalmas racionalis szamokkal kozelitve
a 3. Tételbdl ezeknek a raciondlis szdmoknak az egyenlGségét kapjuk, ebbsl pedig maguknak az a; szdmoknak az
egyenlGségét is belathatjuk.

Legyen tehat a q egy, a 3. Tétel biztositotta nevezd, r; = bi pedig a tételbeli a; racionalis kozelitése, melyre tehat
q
a 3. Tétel szerint

(*) |041'—’I”1'|<Eq: , 1=1,2,...2n+ 1.

q1+ 2n1+1

Megmutatjuk, hogy ha ¢ elég nagy — a 3. Tétel biztositja, hogy ez lehetséges —, akkor (*)-bol kévetkezik, hogy az
r; raciondlis szdmokra is teljesiilnek a 4. Tétel feltételei, és igy azok egyenlSk. Ha ezutan R, jeloli kozos értékiiket,
akkor (*) szerint

lai— Ryl <eq, i=1,2,....2n+1

és igy
lai — a;| < |a; — Rq| + |a; — Rq| < 22,

amibdl valéban a 4. Tétel llitasa, a; = a; adddik, hiszen ¢, barmilyen kicsi lehet, ha g elég nagy.



Be kell még latnunk, hogy az r; raciondlis kozelitésekre valdban teljesiilnek a 4. Tétel feltételei, ha a g elég nagy.
Valasszunk ki egyet az r; szamok koziil, és legyen a megfelel§ a; elhagyésa utan kapott két egyenld Gsszegii csoport

’ ’ ’ ’

’
Ay, Qgy vy Gy €S Apiq, Gpyg, -o oy Qop.

’

(Ezek az a1, as, ..., @j—1, @Gi+1, ..., Gopt1 szamok valamilyen sorrendben.) Megmutatjuk, hogy ha ¢ elég nagy,
akkor a megfelelé

(ry+rg+ .. 47,) = (Ppgr Frugo+ ...+ 1,) =74

kiilonbség abszolut értéke kisebb, mint 1/¢ . Mivel r4 egy g nevezsjd tort — hisz ilyenek Gsszegének kiilonbsége — ez csak
az rq = 0 esetben lehetséges, vagyis elegendSen nagy q -ra az r; kozelitésekre valdban teljesiilnek a 4. Tétel feltételei.
Tekintsiik ehhez r, alabbi alakjat:

’ ’ ’ ’

rq= f(a; + ay +...4+ a,) — (a,q +...+ a;n)—i—
+(ry —ay) +(rg —ag) + ...+ (1, —a,) + (a1 —Tppr) oo+ (a2, —T2p)-

Tudjuk, hogy

(ay+ag+ ... 4 ay) = (Gpgy +Gpya + .+ ag,) =0,

fgy
n 2n
Tq = Z(Tz —a;)+ Z (a; — ;).
i=1 i=n+1

Mivel Gsszeg abszolut értéke kisebb, vagy egyenls, mint a tagok abszolut értékének Gsszege, innen (*) felhasznala-
saval

2n
[ral > _lag =7l <20
i=1
adodik.
Lattuk, hogy a 3. Tétel biztositja, hogy még ¢, - ¢ is a 0 -hoz tart, és mivel 2n adott szdm — a 2425. gyakorlatban

1
pl. 10 —, ezért ha g elég nagy, akkor 2n-q-e, < 1, azaz 2n - e, < —, és ezt akartuk bizonyitani.
q

Ezzel teljes egészében igazoltuk a 4. Tételt arra az esetre, ha az aq, as ..., ag,+1 szdmok mindegyike irraciondlis.
Latnunk kell, hogy a bizonyitas lényegesen kihasznalja, hogy a szdmok kozott nincsen raciondlis, ellenkez& esetben
ugyanis a (*)-beli becslés hibaja g -val szorozva mar nem volna tetsz6legesen kicsivé tehetd.

Mit tegylink tehat, ha a szdmok kozott raciondlis és irraciondlis szamok is vannak. Nos, a 2425. gyakorlat megolda-
sdban lattuk, hogy ha az a; szdmok mindegyikéhez hozzaadjuk ugyanazt az o szdmot, akkor az igy kapott b; szdmokra
ugyanaz a feltétel teljesiil, mint az a; szdmokra. Ha most « -t meg tudjuk 4gy valasztani, hogy a b; szamok mar mind
irracionalisak legyenek, akkor az eddigiek alapjan ez a b; szamok egyenlGségét jelentené, ami természetesen maga utan
vonné az a; szdmok egyenl&ségét is.

Eppen ilyen «a létezését biztositja az alabbi, Snmagaban is érdekes

Lemma: Ha a1, ao, ..., a, tetszdleges valos szamok, akkor létezik olyan o valds szam, hogy az
a; +o, ast+ao, ..., Gyt

osszegek mindegyike irraciondlis.

Bizonyitds: Ha minden a; racionélis, akkor barmely irracionélis oo megfelels. Foltehets tehat, hogy pl. a; irracionalis.
Azt allitjuk, hogy az
a1 =ai, s =201, ..., Gy =M- a1, Qpi1 = (M~+1)ag

szdmok kozott van megfelel6. Ha nem, akkor a skatulya-elv szerint van két kiilonb6z6 o, hogy ugyanarra az a; -re
raciondlis a; + o, és a; + «j,. Ekkor e két szam kiilonbsége, aj, — aj, = (j1 — j2)a1 is racionélis, ami nem lehet, hisz
a; irraciondlis, j; — jo pedig 0-t6l kiilonb6z6 egész.

Ezzel a lemmat és egyuttal a 4. Tételt is teljes egészében igazoltuk.



