Bevezetés

Az 1986. évi Kiirschak-versenyen szerepelt az alabbi feladat:

A és B a kovetkezd jatékot jatssza: Az elsé 100 pozitiv egész kizil véletlenszerien kivdlasztanak k darabot és ha
ezek Gsszege pdros, akkor A, egqyébként pedig B nyer. A k milyen értékeire lesz eqyenld A és B nyerési esélye?

A valasz: paratlan k esetén a nyerési esélyek egyenldk, paros k esetén pedig nem: ha k/2 paros, akkor A, ha pedig
k/2 paratlan, akkor B nyerési esélye nagyobb.

A KOMAL 1987/2 szdamaban kozolt I. megoldas akkor is alkalmazhato, ha valamilyen paros n-re A és B nem az
els6 100, hanem az els6 n pozitiv egész koziil valaszt ki k darabot (érdemes meggondolni, mit ad a méddszer paratlan
n-re).

Természetesnek tiint a kdvetkezs altaldnositas: mit mondhatunk akkor, ha nem ketts, hanem m jatékos jatszik,
gy, hogy az m valamilyen n t6bbszorosére az els6 n pozitiv egész koziil véletlenszerden kivalasztanak k darabot, ezek
Osszegét maradékosan elosztjak m-mel, és a maradék hatarozza meg a nyertes személyét: 0 maradék esetén az elsg, 1
maradék esetén a méasodik és altaldban, r maradék esetén az (r + 1)-edik jatékos nyer?

Egy specidlis eset

Viszonylag konnyd volt megtaldlnom a valaszt akkor, ha az m primszam: ebben az esetben a jaték pontosan akkor
igazsagos, ha a k nem oszthato m-mel, azaz (k, m) = 1.

Osszuk be ugyanis az els6 n pozitiv egészt n/m darab m elemi ,blokkba™ (1, 2, ..., m), (m+1, ..., 2m), ..., (n—
m+1, ..., n), és tekintsiik azokat a k-asokat, amelyek mindegyikéhez talalhato olyan blokk, amelynek a k-as tartal-
mazza legalabb egy, de nem az Gsszes elemét. Az ilyen k-asokat m elemii osztalyokra fogjuk bontani ugy, hogy egy-egy
osztalyban a k-asok elemeinek Osszegei minden lehetséges maradékot kiadnak m-mel osztva.

Ugy kapjuk meg egy k-ashoz a vele egy osztalyban levs tovabbi (m — 1) darabot, hogy megkeresve a legelss olyan
blokkot, amelynek legalabb egy, de nem az Osszes elemét kivalasztottuk, az adott k-asnak az ebbe a blokkba es6
elemeit minden lehetséges médon ,elforgatjuk”: azaz mindegyikiiket noveljiik ugyanazzal a 0 és m — 1 kozé es6 egésszel,
majd azokat az elemeket, amelyek ezaltal kikeriilnek a blokkbol, m-mel csokkentjiik, hogy visszakeriiljenek. Tegyiik
fel, hogy a kiindul6 k-as a blokkbol d darab elemet tartalmaz (1 < d < m) és e k-asban az elemek osszege S. Ekkor a
k-ast tartalmazé osztalyban a k-asok Osszegei m-mel osztva az S, S+d, S+2d, ... S+ (m — 1)d szamokkal egyenls
maradékokat adnak, hiszen ha a d darab blokkbeli elem mindegyikéhez i-t adunk (0 <4 < m), majd néhanyat m-mel
csokkentiink, egy S +id-vel kongruens szamot kapunk (mod m). Ez az m darab szam pedig csupa kiilonb6z6 maradékot
ad m-mel osztva, mert ha S +id = S + jd (mod m), akkor m osztdja (i — j)d-nek, ami —-m<i—j<mésl<d<m
miatt csak ugy lehetséges, ha i — j = 0, azaz ¢ = j, hiszen az m prim. Mivel pedig a lehetséges maradékok szama
éppen m, valoban elGall az Gsszes lehetséges maradék. Az eddig vizsgalt (nem tires — nem teli blokkokat tartalmazo)
k-asokon jatszva tehat igazsagos a jaték.

A fennmaradé k-asok azok, amelyek minden blokknak vagy mind az m elemét tartalmazzak, vagy egyet sem; ilyenek
csak akkor vannak, ha m, a blokk mérete osztdja a k-as elemszaménak, azaz k-nak. Az ilyen k-asokban az elemeket
m-mel osztva minden lehetséges maradékot egyarant k/m esetben kapunk, igy az elemek 6sszege kongruens

(0+1+2+...+(m—1))~l<:/m:M

— vel (modm).

Ez viszont azt jelenti, hogy az ilyen k-asok 0sszegei m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjak, az m darab jatékos
koziil tehat egynek nagyobb a nyerési esélye a jatékban, annak, aki a fenti maradéknal nyer.

Ha tehat m nem osztéja a k-nak, akkor a jaték igazsagos, egyébként pedig nem.

A bizonyitas m = 2 esetén megegyezik az eredeti feladat megoldasaval.

Most méar kénnyt volt megadni a jaték igazsagossaganak egy sziikséges feltételét az altalanos esetre: az m-nek és a
k-nak relativ primnek kell lennie. Tegyiik fel ugyanis, hogy a jaték igazsagos, de m-nek és k-nak mégis van egy kozos
p primosztoja. Osszuk be a jatékosokat p csapatba tgy, hogy az i-edik csapatba az i-edik, a (p + i)-edik, (2p + i)-edik,

.., (m —p+ i)-edik jatékos keriiljon (i = 1, 2, ..., p). Ekkor minden csapatban m/p jatékos lesz.
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1. dbra

Jatsszak most a jatékot ugy, hogy ne egy jatékos nyerjen, hanem az a csapat, amelyiknek tagja az illet6 jatékos.
Mivel feltevésiink szerint az ,egyéni” jaték igazsidgos és minden csapat ugyanannyi jatékosbol all, a jaték a csapatok
kozott is igazsigos.

Ugyanakkor azt, hogy melyik csapat nyer, az donti el, hogy milyen maradékot ad a kivalasztott & darab szam Gsszege
p-vel osztva: a i-edik csapat ugyanis akkor nyer, ha az 6sszeg m-mel osztvat—1, p+i—1, ..., m—2p+i—1, m—p+i—1,
azaz p-vel osztva ¢ — 1 maradékot ad. Lattuk viszont, hogy az ilyen jaték nem lehet igazsagos — mert k oszthatd p-vel
—, és igy az eredeti egyéni jaték sem az.



Azt sem volt nehéz bebizonyitani, hogy a kapott sziikséges feltétel elégséges is: ha k és m relativ primek, akkor a
jaték igazsagos: az m = prim esetben talalt ,forgatésos’ bizonyitas ugyanis most is miikodik, ennek végiggondolasat
az Olvasora hagyjuk.

Hogyan tovabb?

Ezutan természetesen azzal kezdtem foglalkozni, mit mondhatunk akkor, ha nem kotjiik ki, hogy m, a jatékosok

szama, osztoja legyen n-nek. ’87 februarjaban sikeriilt bebizonyitanom a kovetkezgket:
— ha m primszam, akkor a jaték igazsidgossaganak sziikséges és elégséges feltétele,

hogy k adjon m-mel osztva nagyobb maradékot, mint n ad m-mel osztva;

(a méar vizsgalt m | n esetben ez a talalt m { k feltételt jelenti)
—ha m = p%, ahol p primszam és « pozitiv egész, akkor a feltétel az, hogy

minden 1 < i < a-ra k adjon p’-nel osztva nagyobb maradékot,mint n ad p’

-nel osztva.

Ezekbdl az altalanos esetre is kaptam egy sziikséges feltételt: ha a jaték igazsagos, akkor minden olyan p primszamra
és i pozitiv egészre, amelyre p’ osztoja m-nek, k nagyobb maradékot kell, hogy adjon p’-nel osztva, mint n (a bizonyitast
a csapatba rendezéses modszerrel gondolja meg az Olvaso).

A tovabbiakban jeloljiik egy a szam b-vel valé osztasakor kapott maradékat a(mod b)-vel.

A fenti feltétel nem elégséges: példaul ha m = 10, n = 6 és k = 3, akkor teljesiil, hiszen 3(mod 2) = 1 >
6(mod 2) =0 és 3(mod 5) = 3 > 6(mod 5) = 1, a jaték viszont nem igazsagos: az elsd 6 pozitiv egészbdl kivalaszthato
szamharmasok Osszegét 10-zel elosztva rendre 3, 3, 3, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 3 esetben kapunk 0, 1, ..., 9 maradékot.

A valodi feltétel és az elégségesség bizonyitdsa

A primhatvany m-ekre kapott feltétel lényegibb altalanositasanak latszott, ha a maradékok nagysigviszonyara
vonatkozoé el6irast nem csak az m primhatvany osztoira kotjiik ki, hanem az 6sszes 1-nél nagyobb osztoéra:

»2Az m minden 1-nél nagyobb d osztojara adjon a k nagyobb maradékot d-vel osztva, mint az n, azaz legyen
k(mod d) > n(mod d).”

A vizsgalt példan ez a d = m = 10 esetre nem teljesiil, hiszen 3(mod 10) =
= 3 < 6(mod 10) = 6.

Sikeriilt bebizonyitanom, hogy ez a feltétel elegendd, de azt akkor még nem, hogy valdéban sziikséges. A sziikséges-
séget csupan arra az esetre tudtam visszavezetni, ha n < m; elég lett volna igazolni, hogy ha ilyenkor nem teljesiil,
akkor a jaték nem igazsagos. Ez csak tobb, mint fél év milva sikeriilt.

Nyaron megbeszéltem Reiman tanar trral, hogy el6adom az addigi eredményeket az Ifjisdgi Matematikai Kdrben.
Szerencsére sikeriilt megtaldlnom a hidnyz6 bizonyitast — két nappal (!) az el6adas el6tt. Ehhez a komplex szamokat
hasznéltam fel, és késGbb ezek segitségével 0j bizonyitast taldltam arra, hogy a feltétel sziikséges és elégséges. Ezeket
a cikknek egy kés6bbi szdmban megjelené masodik részében irom le.

Es most kovetkezzék a feltétel elégségességének bizonyitésal

A tovabbiakban azt a jatékot, melynek soran m jatékos az elsé n pozitiv egész koziil véletlenszertien kivalaszt k
darabot (k < n), ezek Osszegét maradékosan elosztjak m-mel, és a maradék donti el a nyertes személyét, J(m, n, k)-val
fogom jeldlni. (Az eredeti Kiirschak-feladatbeli jaték eszerint J(2, 100, k).)

Megengedjiik az olyan elfajuld jatékokat is, amikor m = 1, vagy k = 0, esetleg n = k = 0. Az m = 1 esetben a
jatékot igazsagosnak tekintjiik.

ALLITAS: A J(m, n, k) jaték igazsagos, ha teljesiil a kovetkezs
FELTETEL: Ha d az m-nek egy 1-nél nagyobb osztoja, akkor k nagyobb
maradékot ad d-vel osztva, mint n, azaz k(mod d) > n(mod d).

A bizonyitast m — a jatékosok szdma, — szerinti teljes indukcioval végezziik. Ha m = 1, akkor a jaték igazsagos, a
feltétel pedig ekkor semmitmondé: mindig teljesiil, mert az m-nek nincs 1-nél nagyobb osztdja.

Legyen az m egy 1-nél nagyobb egész szam és tegyiik fel, hogy az allitdst mar igazoltuk minden olyan J(m/, n’, k')
jatékra, amikor m’ < m. Most bebizonyitjuk, hogy ha a Feltétel teljesiil a J(m, n, k) jatékra, akkor az igazségos.

Most is osszuk be az els6 n pozitiv egészt [n/m] darab m elemii és egy darab n —m - [n/m] = ng elemd blokkra:

{1, 2, ..., m}, {m+1, ..., 2m}, ..., {{[n/ mIm—m+1, ..., [n/m|m},
{[n/m]m+1, [n/mlm+2, ..., n}

Az m elemi blokkokat ,teljes”, az utolsd, ng elemiit pedig ,csonka” blokknak nevezziik. Ha m osztoja az n-nek,
akkor a csonka blokk természetesen iires. A teljes blokkokat megszamozzuk: az i-edik teljes blokk az im —m+1, im —
m+2, ..., im szamokbol all.

Tekintsiink egy tetszéleges k-ast. Azt allitjuk, hogy ha a Feltétel teljesiil, akkor talalhaté hozza olyan teljes blokk,
amellyel valodi metszete van, tehit nem iires és nem is az egész blokk.

Ha nincs ilyen blokk, akkor a kiszemelt k-as minden teljes blokkboél 0 vagy m elemet tartalmaz és igy

k(mod m) < ng = (mod m).



Ezt viszont a Feltétel kizarja (d = m).

Most is osztalyokba rendezziik a k-asokat, mégpedig ugy, hogy egy adott k-as — hivjuk mintanak — azokkal a k-
asokkal legyen egy osztalyban, amelyeket tigy kaphatunk, hogy a mintanak
— a legkisebb sorszamu teljes blokkban, legyen ez a b-edik — amelybdl legalabb
egy elemet tartalmaz, de nem az Osszeset — levd elemeit elforgatjuk;
— a magasabb sorszamu blokkokban 1évé — tehat a bm-nél nagyobb — elemeit
tetszés szerint megvaltoztatjuk arra vigyazva, hogy bm-nél nagyobbak marad-
janak.

Ha megmutatjuk, hogy barmelyik ilyen osztalyban a k-asok 6sszegét m-mel maradékosan elosztva a0, 1, ..., m—1
maradékok mindegyikét ugyanannyiszor kapjuk meg, készen vagyunk: ugyanez igaz lesz az 0sszes k-asra is.

Hivjuk egész szamok egy véges H halmazat mod d egyenletesnek, ha minden, a H elemeit d-vel osztva fellépé ma-
radék ugyanannyiszor fordul el6, és teljesen egyenletesnek, ha a 0, 1, ..., d—1 maradékok mindegyike ugyanannyiszor
fordul els. Ha pl. H minden eleme egyenls és d > 1, akkor H egyenletes, de nem teljesen egyenletes mod d. Igy azt
kell megmutatnunk, hogy az egy osztalyba es6 k-asok Gsszegeinek halmaza teljesen egyenletes mod m.

Tartalmazzon a minta T' darab elemet a b-edik blokkbol (0 < T' < m), a b-nél nagyobb sorszamu blokkokban pedig
legyen 6sszesen k' eleme (0 < k' < k). Sziikségiink lesz az m és a T legnagyobb kozds osztojara — legyen ez q — és a
relativ prim p = T/q és t = m/q mennyiségekre. Jelolje még n' a b-edik blokk utani blokkok elemszamanak dsszegét,
azaz legyen n’ = n — bm.
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2. dabra

/

A minta bm-nél nagyobb &’ darab elemét <Z,

Y1, Y2, ---, Ys.
Mivel ¢ osztoja m-nek, ezért n’ = n (mod q). Masfel6l az elsé b darab blokk mindegyikében 0, m vagy T — azaz

g-val oszthaté — a minta elemeinek szdma, ezért &' = k(mod q). Igy n’(mod ¢) = n(mod ¢q) és k' (mod ¢) = k(mod q).

) = S féleképpen rendezhetjiik 4t, ezekben az elemek Gsszegei legyenek

A minta osztalydban a b-edik blokk uténi elemeken tulajdonképpen egy masik jaték zajlik: itt n’ szomszédos egész
koziil valasztunk ki minden lehetséges modon k' darabot. Azt allitjuk, hogy ez a jaték g résztvevd kozott igazsagos,
azaz az {yi1, Y2, -.., ys} halmaz teljesen egyenletes mod q.

Ehhez nyilvan elég megmutatnunk hogy a J(q, n’, k') jaték igazsagos, ami viszont az indukcios feltevésbdl kovet-
kezik. Ez alkalmazhato, mert ¢ < T < m, mésrészt a J(q, n', k) jatékra teljesiil a Feltétel: ha d a g-nak 1-nél nagyobb
osztoja, akkor a g|m miatt djm, igy a J(m, n, k) jatékra felirt Feltételbsl k£ (mod d) > n(mod d). Mastelsl d|q -bol
ésn=n' (mod q)-bol

n(mod d) = n/(mod d)

és hasonloan k = k'(mod ¢)-bol

k(mod d) = k'(mod d)
adodik, vagyis valoéban

k'(mod d) > n'(mod d)

A jatéknak a b-edik blokk uténi g személyes részére tehéat valoban teljesiil a feltétel, igy az igazsagos, és vegyiik észre,
hogy megszabadultunk a kellemetlen csonka blokktol.

Nézziik ezutan az egy osztalyba es6 k-asoknak az els6 b blokkba es6 részét. Ha a minta b-edik blokkbeli elemeinek

r darab elforgatott képe van (r < m), akkor ezeket elgallitjak a 0, 1, 2, ..., (r — 1) mértékd forgatasok. Azt allitjuk,
hogy ekkor p = T'/(m, T) osztoja r-nek.
Ha az ¢ meértéki forgatas utan a bm-nél nem nagyobb elemek 6sszege x; (¢ =0, 1, 2, ..., r—1), akkor az elforgatas

tulajdonsagai alapjan
x; = xo + 11T = xo + itg(mod m).

Mivel pedig az r mértékd elforgatas eredeti allapotaba viszi a b-edik blokkot, xg = x¢ + rtq(mod m), azaz m = pq
osztoja rtg-nak, vagyis p osztoja rt-nek. Mivel p és t relativ primek, ezért valoban p|r.

Hogyan irhatjuk fel ezutan egy, a mintéval egy osztalyban 1év6 k-as elemeinek az 6sszegét? A bm-nél nem nagyobb
elemek Osszege a b-edik blokk elforgatasai révén xg, x1, ..., z,—1 valamelyike, a bm-nél nagyobbak Gsszege pedig
Y1, Y2, ..., Ys valamelyike. A k-asok Osszegei tehdt az x; +y; (i =0, 1, ..., ..., r—1, =1, 2, ..., 5) alaku
Osszegek lesznek, mert teljesen filiggetleniil valaszthatjuk -t és j-t.

Az allitast ezzel a kovetkezo segédtételre vezettiik vissza:

Egy segédtétel

Ha m = pq, r, S, t pozitiv egészek, p és t relativ primek, p osztdja r-nek, xzg, x1, ..., x,—1 olyan egész szé-
mok, amelyekre x; = xo + itg(mod m) — tehat valamennyien ugyanazt a maradékot adjak g-val osztva — végiil az



{y1, Y2, ... ys} teljesen egyenletes mod ¢, akkor az z; +y; (i =0, 1, ..., r—1; 7 =1, 2, ..., S) alaka Gsszegek
halmaza is teljesen egyenletes mod m

A segédtétel csak els6 ranézésre tiinik ijesztének. ElGszor is vegyiik észre, hogy az {xo, 1, ..., ®,—1} halmaz is
egyenletes mod m.

Tudjuk ugyanis, hogy p|r, osszuk be tehat az r darab x;-t p elemi csoportokba:

(.Io, e ) ‘Ipfl)? (‘Ipa Tpt+1y +- vy 'erfl); (Irfpa RS .I,,«,l),
Mivel x; = x¢ + itq (mod m), m = pgq, ezért az
x; = x;(mod m)

feltételbdl a g-val valo osztéssal
it = jt(mod p)

adodik. Ez utobbi pedig (¢, p) = 1 miatt akkor és csak akkor igaz, ha i = = j(mod p). Az egyes csoportokon beliil
igy nincsenek egyenlé maradékok, ezek p-esével ismétlédnek, igy minden fellépé maradék annyiszor fordul el6, ahény
csoport van: r/p-szer.
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Vegyiik szemiigyre ezutan a tablazatot. Itt négy (— . f) darab teljes maradékrendszer elemei 4llnak mod 6 (m =
q p
6). Ezeket uigy kapjuk, hogy az y-okbol egy-egy teljes mod ¢ maradékrendszer elemeihez — az {y1, ya, ..., ys} halmaz

— darab ilyenre bonthaté — hozzdadjuk az m szerint kiilonb6z6 maradékot add z-ek egy-egy p elemt csoportjanak az
q
elemeit — ilyen csoport r/p darab van.

Elég tehat belatnunk, hogy ha a ¢ elemd Y halmaz teljes maradékrendszer mod ¢, a p elemid X halmaz elemei
pedig valamennyien ugyanazt a maradékot adjak g-val osztva, de m-mel osztva barmely kettd kiilonb6zé maradékot
ad, akkor az x + y (z € X, y € Y) alakua Osszegek teljes maradékrendszert alkotnak mod m.

Mivel Osszesen p - ¢ = m darab ilyen Osszeg van, ezért azt kell megmutatnunk, hogy semelyik kett6 nem adhat
ugyanolyan maradékot m-mel osztva.

Ez viszont nyilvanvalo, hisz ha

(*) d 4y =2"+y"  (modm),

akkor m = pq miatt a fenti kongruencia (mod ¢) is fennall, és mivel barmely két = ugyanazt a maradékot adja g-val
osztva,

y =y (mod q),
ami csak gy lehet, ha ¢ = y,,, hiszen az y-ok teljes maradékrendszert alkottak mod ¢. Ekkor viszont (x)-bol

’ 1"

y =y (mod m)

adodik, ami az z-ek kivalasztasa miatt (mod m kiilénboz6 maradékot adtak) csak az 2’ = 2" esetben lehetséges.
Ezzel a felhasznalt segédtételt bebizonyitottuk és igy a Feltétel elégséges voltanak bizonyitasa teljes.

Kisérlet a megforditdsra

Most visszavezetjiik a Feltétel sziikségességét arra az allitasra, hogy ha n < m esetén nem teljesiil, akkor J(m, n, k)
nem igazsagos (kivéve, ha m = 1).

Ideje kimondani egy apré segédtételt, amit tulajdonképpen mar ismeriink és a csapatokba rendezés modszerével
be is bizonyitottunk:

Ha J(m, n, k) igazsdgos és m’ osztdja m-nek, akkor J(m', n, k) is igazsdgos.

Tegyiik fel ezutan, hogy a J(m, n, k) jatékra nem teljesiil a Feltétel. Legyen m’ az m legkisebb 1-nél nagyobb
osztoja, amely a feltételt elrontja, tehat amellyel osztva a k legfeljebb akkora maradékot ad, mint az n. A fenti
segédtétel alapjan ekkor elég bebizonyitani, hogy J(m’, n, k) nem igazségos.

Az m’ kivalasztasa miatt ha 1 < d < m' és d osztoja m’-nek (tehat m-nek is), akkor k a d-vel osztva mar nagyobb
maradékot ad, mint az n, ezért elég a kovetkez6t igazolni:

Ha az m minden d osztéjara, amelyre 1 < d < m, a k nagyobb maradékot ad d-vel osztva, mint az n, de az m-re
ez mar nem igaz, tehat k(mod m) < n (mod m), akkor J(m, n, k) nem igazsagos.

Bontsuk fel az els6 n pozitiv egészet m-elemii blokkokra tgy, mint az elégségesség bizonyitasanal tettiik és tekintsiik
azokat a szam k-asokat, amelyekhez talalhatok olyan teljes blokkok, amelyekbdl legaldbb egy, de legfeljebb m —1 elemet
tartalmaznak.



Az indukcits 1épéshez teljesen hasonloan kapjuk, hogy ezekben az elemek 6sszegét m-mel elosztva minden lehetséges
maradék ugyanannyiszor fordul el§, igy ezeken a jaték igazsagos.

A t6bbi k-as ezutan olyan, hogy minden teljes blokkbol vagy az Gsszes elemet tartalmazza, vagy egyet sem. Legyen
egy ilyen k -asnak kg eleme az ng elemi csonka blokkban. Ekkor kg = k(mod m), mert k — kg oszthato m-mel (a teljes
blokkban 1év6 elemek szama), masrészt ko < ng < m, ami csak ugy lehet, hogy ko az a maradék, amelyet k ad m-mel
osztva.

A fennmarado6 k-asok tehét olyanok, hogy a teljes blokkok koziil [k/m]-et tartalmaznak, a csonka blokkbél pedig
ko elemet.

A teljes blokkban levs elemek Gsszege m-mel osztva mindig ugyanannyi maradékot ad; legyen ez r.

Az ilyen k-asokon zajlo jatékot ugy is felfoghatjuk, mintha az csak a csonka blokkon beliil folyna, innen kellene kg
elemet kivalasztani. (Az eredeti jatékban ko ilyen elem Osszegéhez még r-et hozza kell adnunk és minden ilyen kg-ast
([n/ m]

[k/m]
akkor és csak akkor igazsagos, ha a ,csonka blokkban” zajlo J(m, ng, ko) az.

Elég tehat J(m, ng, ko)-rol bebizonyitani, hogy nem igazsagos, ebben pedig valoban ng < m.

Ha m = p®, ahol p prim és « pozitiv egész, akkor a bizonyitds konnyen befejezhetd egy ismert szamelméleti
eredmény felhasznalésaval:

ol (M

Ha p ( i

>—féleképpen ki kell egésziteniink [k/m] teljes blokkal, de ez a jaték igazsagos voltan nem véltoztat, J(m, n, k)

), akkor p® < n.
Ha ugyanis ilyenkor J(p®, n, k) igazsagos, akkor az (Z) darab k-asban az elemek Osszegét p“-val osztva minden

maradék ugyanannyiszor fordul el6, igy p® osztoja (Z) -nak. Mivel pedig ez nem teljesiilhet, ha n < p<, ilyenkor

J(p%, n, k) valoban nem igazsagos.
A modszer az altalanos esetben ezen a ponton (n < m) elakad: nem latni reményt, hogy tovabb lehetne lépni vele.
Jelenlegi alakjaban is alkalmas viszont méas szamelméleti feladatok megoldasara:

Egy kévetkezmény

Han = nsng—1...M1Nyo és k= k5k5,1 v klko
egy p alapt szdmrendszerben felirva, ahol p primszam, akkor

()= () () (i) oan

ahol az (Z) binomidlis egyiitthatoban megengedjiik a b > a esetet is; ilyenkor <Z> =0.
Az eredmény Lucas lemma néven ismert és messzemend altaldnositdsa annak az F. 2597. feladat megoldasdban
kimondott allitasnak (KOMAL 1987/3 108. o.), mely szerint Z akkor és csak akkor paratlan, ha az n-et és a k-t

kettes szamrendszerben felirva mindazokon a helyiértékeken, ahol a k-ban 1-es 4all, az n-ben is 1 all.
A bizonyitashoz nyilvan elég megmutatni, hogy

(nsng_l - .nlno) _ (nsns_l - .n1> . (no) (mod p)
ksks 1. dnko ) = \Fsksa. k) \k '

> = 0 miatt az allitas igaz. Ha kg < ng, akkor

Ha ko > ng, akkor J(p, n, k) igazsagos és igy p' (Z), valamint (ZO
0

(Z) kongruens modulo p azoknak a J(p, n, k)-beli szam k-asoknak a szamaval, amelyek az ignig—1 ... n1 = [n/p]

teljes blokk koziil [k/p] = ksks—1 ... k1 darabot teljes egészében, az ng elemt csonka blokkbol pedig ko darab elemet
tartalmaznak. A t6bbi k-asokon, mint lattuk, a jaték igazsagos, igy azok szama oszthatd p-vel.

Az ilyen k-asok szama pedig éppen
(nsns_l - .n1> . (no)
ksks_1...k1 ko)

Ezzel az allitast igazoltuk.



