0SZTOJATEK]]

Kezd mér atmenni a kéztudatba, hogy tanulés és jaték kdzott nincs olyan merev hatarvonal, mint régebben hittiik.
Mondjuk inkdbb igy: nem kellene olyan merev hatarvonalnak lennie, mint amilyent ma is gyakran htzunk koztiik.
A tanulas és a jaték éles szétvilasztasa, s6t szembedllitasa olyanféle elképzelésekbdl taplalkozik, hogy a gyerek nem
szeret, tanulni, de ré kell szoritani, hogy tanuljon. Miutan eleget tett kellemetlen kotelességének, arra is sor kertiilhet,
hogy valami kedve szerint valoval foglalkozzon: jatsszon.

A korszert pedagogia sok teriileten igyekszik Gsszekapcsolni a tanuldst és a jatékot. Annak a sok energianak egy
részét, amit a hagyomanyos pedagogia a jatékossig elfojtasara forditott, az 4j pedagogia inkabb a jatékossadgnak a
tanulds szolgédlataba allitasaval hasznositja. A targykortsl és a gyerekek életkoratol fiiggden sokféle jatékkal lehet
el6revinni és egyben a gyerek szdmara kedvesebbé tenni a matematika tanulasat. Kisebb gyerekek tanitasaban ez
rendszerint munkaeszkozokkel végzett manualis tevékenységet jelent, nagyobb gyerekeknél egyre inkadbb szavak vagy
jelek kozegében folyd, nagyobb mértékben gondolati jatékokat.

Az utobbiakra latunk most egy példat.

Ez a jaték az osztd, tdbbsz0ris, oszthatdsdg, térzsszdm stb. fogalmak elmélyitésére szolgal. Alkalmas arra, hogy a
gyerekek altalanos Gsszefiiggéseket vegyenek észre a segitségével (egy szam torzstényezos alakjanak tipusai). Onmaga-
ban is érdekes, mint jaték, amellett jatékelméleti érdekessége is van, mint arrél késébb lesz szo.

A jatékot ketten jatsszak. A két jatékos megallapodik egy (pozitiv egész) szamban. Ezt felirjak, pl.

26)

Ennek a szamnak az osztoéit a két fél felvaltva irja, példaul
1, 13, 2, 26.

Veszit, aki mar nem tud més osztét mondani, mint magat az elGszor felirt szamot, itt a 26-ot.

Ez igy eddig tul egyszertd jaték volna. Ha péaros szamu osztdja van egy szamnak (mint ahogy a 26-nak négy osztoja
van), akkor elvben mindig a kezdd nyerne; ha paratlan, akkor a mésik, és a jaték semmi méas ligyességet vagy tudast
nem kivanna, csak a felirt szam osztoinak ismeretét. A jaték igazi érdekességét a kovetkezd szabaly adja meg: az addigi
szamok osztoit nem szabad irni.

Ez persze a jaték elején felirt szamra nem vonatkozik, csak azokra, amiket jaték kozben felvaltva irtak. Az elGszor
felirt szamnak éppenhogy minden szam, amit a jaték koézben irnak,osztdja kell hogy legyen. A tobbinek viszont nem
lehet osztdja olyan szdm, amit utana valamikor irnak, akar kozvetleniil utana, akar késébb.

A ko6z6s jaték szakaszédban kiindulhatunk elGszor egy sok osztéju szambol, mint pl. 60, hogy mindjart elGszor
lassanak meg valamit a jaték bonyodalmaibol és igy érdekességébdl. Nem fogadjuk el a modszereskeds pedagodgianak
azt az alapelvét, hogy mindig az egyszertitsl a bonyolult felé kell haladnunk! Az olyan bonyodalmat, ami nem ijeszt el,
hanem kedvet csinél, nem keriiljiik. Ahhoz azonban, hogy a jaték lehetGségeit ki tudjak elemezni, stratégidkat tudjanak
kidolgozni, kés6bb mégis j6 bizonyos egyszerd tipusokat el6venni. Lassuk pl. a jatékot 6-tal:

(6] 2, 3, 6.

Most a kezdd vesztett. Pedig, ha iigyes, nyerhetett volna:

(6] 1,3, 2,6.

Ha 1-et ir, akkor a masik akar 2-t ir, akar 3-at, 6 irja a masikat és nyert, mert akkor méar csak 6-ot lehet irni.

Az ilyen alaku, altaldnosan kifejezve pq alaki szdmoknak mindig 4 osztdjuk van, és mindig a kezdd nyer benniik.
A nyer6 stratégia mindig az, hogy 1-gyel kezdik, és ha ellenfeliik az egyik torzsszamosztot mondja, 6k erre a masikkal
valaszolnak, p-re g-val, g-ra p-vel. Ellenfeliiknek akkor nem marad mas, mint pq, és elvesztette a jatékot.

A legegyszertbb eset: a torzsszamok (p tipus). A jaték ennyibdl all példaul:

1, 7.

A kezd§ 1-et mond, és mar meg is nyerte.

Egy masik egyszert tipus: torzsszdmok 1-nél nagyobb kitevdjd hatvanyai (p™ tipus).

Ebben a tipusban az eddigiekhez képest az az 0j, hogy nem az 1-gyel vald kezdés a legjobb lépés. A p és a pq tipusnal
ugyanis 1-gyel érdemes kezdeni. A p™ tipusnél viszont mindig az eggyel alacsonyabb hatvany,p™ ' a jo kezdés.

Lehet, hogy mar elébb, a torzsszamokkal kapcsolatban eszébe jut valakinek, hogy mi van akkor, ha a kiindulas.
Ez a jaték tjabb adalékot szolgaltat ahhoz, hogy 1 masképpen viselkedik, mint a torzsszamok; nem érdemes torzs-
szamnak tekinteni. Ha a felirt szadm torzsszam, akkor aki 1-et ir, nyer. Ha azonban a felirt szam 1, akkor a kezd6 nem
irhat mast, csak 1-et és veszitett. Ehhez a tipushoz meg lehet probalni agy elvezetni a gyerekeket, hogy alkalmas pil-
lanatban felvetjiik a kérdést, ki tud olyan szamot javasolni, aminél a kezdé veszit. Fogalmazhatja a tanar igy is: ,,Most

LAz El6 matematika (Tankdnyvkiado, Budapest, 1975.) cimi kiadvanyban megjelent tanulmany réviditett valtozata.



én szeretnék kezdeni. Mondjatok meg, mit irjunk f6l. Tudnatok-e olyan szamot mondani, hogy biztosan ti nyerjétek
meg a jatékot?”

(Lehet, hogy a gyerekek nem az 1-et mondjak, hanem mas szammal probéalkoznak. Még az is lehet, hogy sikertil
minket ilyen moédon megverniiik. Latni fogjuk késébb, hogy ebben a jatékban az, aki kezd, ha elég iigyes, mindig
megnyerheti a jatékot, kivéve, ha az alapul vett szdm az 1.)

Ezek a példatipusok és néhany spontan felmeriil6 bonyolultabb tipust példa idGszertivé teheti a szamok osztoinak
a haléelméletbdl ismert Hasse-féle diagrammal valé szemléltetését. Legfoliilre irjuk azt a szdmot, amelynek az osztéirél
sz6 van, legalulra az 1-et. A kozbiilsG ,,emeleteken” helyezkednek el a szam valodi osztdi. Az els6 emeleten lesznek a
primtényez6k (az osztok kozil a térzsszamok). Azt mondhatjuk, hogy az ,,els6 emeleti szamokat” a ,,f6ldszinti szambol”
(az 1-b6l) torzsszammal vald szorzas utjan kapjuk. A ,masodik emeleten” azok a szamok lesznek, amelyeket az ,,elsé
emeleti” szamokbol kapunk torzsszammal valo szorzas utjan. Es igy tovabb. Azokat a szamokat, amelyek egymashol
torzsszammal valo szorzas (illetve osztas) utjan keletkeznek, vonallal kotjiik Gssze. Egy példa az 1. dbrdn lathato.
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1.a dbra
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1.b dbra

Ez az adbrazolasi mod szemléletessé teszi, hogy az egyforma tipusd szamokndal miért ugyanaz a nyers stratégia. 12
és 20 — mint az abrak is mutatjak — egyforma tipusiak. Tipusuk p2q. (12 = 22.3,20 =22 5.) Mindkét esetben 1 a
jo kezdés. Utana az ellenfél barmelyik szamot mondja (persze nem a 12-t vagy 20-at), mi ugyanazon az emeleten levs
maésik szammal vélaszolunk. Ezt mindig megtehetjiik, és végiil ellenfeliink veszit.

Ez a stratégia p"q esetben mindig biztositja a gyézelmet, nemcsak p®q esetben.

Ha ettdl a stratégiatol eltér a kezdé fél, ellenfele megnyerheti a jatékot. Ha példaul 1 helyett valami mast irunk,
akkor ellenfeliink ennek a parjat irja, és attol kezdve koveti ezt a stratégiat, amit kiillénben mi kovettiink volna.
Ugyanigy akkor is, ha kés6bb tériink el a stratégiatol.

Ez mindig igaz: ha az egyik fél eltér a helyes stratégiatol, akkor a mésik azonnal dtveheti ugyanazt a stratégiat, és
ha csak 6 is nem hibézik a jatékban, nyerhet.

Ez egyszeri esetekben egészen vilagos. Ha példaul primszam hatvanyarél van szo, akkor a Hasse-diagram egyetlen
szalbol all. Ha a kezdd fél elfoglalja az utolso el6tti emeletet, akkor nyert. Ha nem, akkor ellenfele foglalja el, és & nyert.

A p" és p"q tipusoknal a helyes stratégiat egyszerten le lehet irni. Mas esetekben kiilonféle bonyodalmak lépnek
fel. Mar a p?q® eset (példaul 36 = 22 - 32, 100 = 22 - 5%) sem egészen egyszert.

A stratégiarol dltalanossagban csak annyit mondhatunk: a kezdének mindig van nyer6 stratégiaja (kivéve, ha 1 az
eredeti szam), de hogy miben dll ez a stratégia, azt esetenként kell eldontenie.

Honnan lehet tudni, hogy az, aki kezd, ha elég iigyes, mindig nyerhet?

El6szor is gondoljuk meg, hogy vagy a kezddének, vagy a masodszor 1ép6nek biztosan van nyerd stratégiaja, vagyis
a jaték elvben mar el is d6lt, mihelyt felirtak a szamot, és megallapodtak abban, hogy ki kezd.

Nemcsak erre a jatékra lathatjuk be, hogy kezdéskor elvben maér el is d6lt, hanem minden olyan jatékra, amelyben
két jatékos felvaltva lép, mindig véges szamu lépés koziil valaszthat, és a jaték véges szamui 1épés utan mindig befejez&dik
egy olyan jatékhelyzettel, amely vagy az egyik, vagy a masik jatékos szamara gyGzelmet jelent.

(Ha dontetlen helyzetek is lehetnek, mint példaul a sakkban, akkor azt bizonyithatjuk be, hogy vagy a kezdd szaméa-
ra, vagy a masodszor 1ép6 szamara van nyerd stratégia, vagy pedig barmelyik szdméara van olyan stratégia, amelynek
segitségével dontetlent érhet el. Ez azt jelenti, hogy minden sakkparti is elvben eld6lt abban a pillanatban, amikor
kideriilt, hogy melyik jatékos kezd, ,csak éppen” nem ismerjik azt a stratégiat, amellyel valamelyik fél gySzhetne,
vagy dontetlent érhetne el, s6t még azt sem tudjuk, hogy gyézelmet lehet-e elérni feltétlen biztonsaggal, vagy csupan
dontetlent és ha gydzelmet, akkor melyik szinnel. Az alabbi gondolatmenetet csak kevéssel kell modositani, hogy az
ilyen jatékokra is alkalmazhatoé legyen.)

Tudjuk, hogy minden véghelyzet vagy a kezds szamara (nevezziik vilagosnak), vagy a mésodszor 1éps szaméra
(nevezziik sotétnek) nyerchelyzet. Be akarjuk latni, hogy minden mas helyzetrol is ugyanezt mondhatjuk, a kezddhely-
zetet is beleértve; vagyis minden jatékhelyzetrdl eldonthets vagy az, hogy a vildgos, vagy az, hogy a sotét gy6zelmet
érhet el, barmiket 1ép a masik. Nézziik el6szor azokat a helyzeteket, amelyekbdl egy 1épés utdn barmit lépiink is,
véghelyzethez jutunk. Ha egy ilyen helyzetben az, akin a lépés sora van, el tud érni szdméara nyerd helyzetet, akkor
ez is nyerShelyzet. Ugyanigy visszafelé haladva, azokrol a helyzetekrdl is el tudjuk donteni, hogy a vildgos vagy sotét
szaméra nyerShelyzetek-e, amelyekbdl egy 1lépésben ugyan nem jutunk feltétleniil véghelyzethez, de két lépésben igen.
Es igy tovabb. Igy végiil a kezdShelyzetrél is eldsl, hogy melyik szamara jelent nyershelyzetet.

Ez a bizonyitas konstruktiv bizonyitas: megmondtuk, hogyan lehet elddnteni a véghelyzetekbdl kiindulva, hogy
a kezddhelyzet melyik fél szaméra nyerchelyzet. (Mas kérdés, hogy ezt az eljarast az esetek nagy szdma miatt a
gyakorlatban végre tudjuk-e hajtani.)



Térjlink vissza az eredeti szamelméleti jatékhoz. Eddig elemzett speciélis eseteiben (egy kivételével) wvildgosnak
mindig volt nyers stratégidja. A fenti tétel alapjan ezt igy is mondhatjuk: mindig a vildgosnak volt nyers stratégiaja,
hiszen azt mar tudjuk, hogy valamelyiknek kellett, hogy legyen. Azt allitjuk, hogy minden mas esetben is a vildgosnak
van nyers stratégiaja. Tegyiik fel, hogy valamilyen N szam esetében a s6tétnek volna nyerd stratégiaja, vagyis barmivel
kezd is a vilagos, és barhogyan lép is késGbb, a s6tét mindig tudja ugy folytatni, hogy végil a vilagos kénytelen
kimondani N-et. Tegyiik fel, hogy abban az esetben, ha a vilagos 1-gyel kezd, a sotét stratégidjanak nyers lépése
(vagy egyik nyer$ lépése) egy bizonyos n szam kimondéasa. Ezzel azonban maéris talaltunk egy nyerd stratégiat a
vilagos szamara, 6 kezd ezzel az n-nel, és tovabbra is a sotét elbbi stratégidja szerint folytatja a jatékot. Abbol
a feltételezésbdl, hogy a sotétnek van nyerd stratégidja, ellentmondésra jutottunk, hiszen nem lehet mindkettének
nyer$ stratégidja. A kezdshelyzet ennélfogva a vilagos szamara nyerShelyzet, hiszen kettGjiik koziil valamelyiknek
azzal, hogy az ellenkezé feltevésbdl ellentmondést vezet le. Ez a bizonyitas nem konstruktiv bizonyitas, hanem tdn.
tiszta egzisztencia-bizonyités.

Ezt az eléggé nehéz, absztrakt gondolatmenetet szemléletessé tehetjiik egy 0j abrazolasmod segitségével.

Egy-egy jaték Osszes jatéklehetdségeit ,,faval” dbrazoljuk. A fa alul annyifelé dgazik, ahany kezdd lépés van. Minden
aga annyifelé agazik tovabb, ahanyfélét az ellenfél valaszként léphet arra és igy tovabb. Ha valakinek a lépésére a masik
mér semmit sem tud lépni, akkor az ag véget ér. Minden ilyen agvégzédés a jaték egy lehetséges befejezését jelenti,
és a fa aljatol odaig vezets (egyetlen!) vonal a jaték menetét jellemzi. Minden befejezésrél — és igy minden jatékrol
— a jatékszabalyok alapjan tudjuk, hogy melyik fél szamara jelent gy6zelmet. Ezt az agvégzédésnél feltiintetjiik.
(Az osztojatéknal ez nem feltétleniil sziikséges, mert a szabalyai olyanok, hogy aki utoljara lépett, az vesztett. Mas
jatékoknal vagy forditva van, vagy nem ez, hanem valami méas szempont donti el, ki nyert.)

A fa felfelé mend 4gai felvaltva a vilagos és a sotét 1épéseit jelentik. Abrainkon jobb attekinthetéség kedvéért v és
s bett jelzi, hogy adott magassagokban levé dgak a vilagos vagy a sotét 1épéseit jelentik-e.

Abrazoljuk igy a 6 kiindulast osztéjatékot.

Négy kezds lépés lehetséges: 1, 2, 3, 6. Aki annyira értelmetlen, hogy 6-ot 1ép, az mér el is veszitette a jatékot,
ellenfele gy6zott. A tobbi esetben folytatodik a jaték. A legalsd dgakat a 2. Abra mutatja.
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2. dabra

Sotét karikaval jelképezziik azt, hogy a negyedik esetben a sotét gyGzelmével véget ért a jaték.
Az 1-re haromféle valaszlépeés lehetséges (2, 3, 6), a 2-re kétféle (3 és 6), a 3-rais (2 és 6), a 6-ra mar egy sem. Az
utolsé eset mindeniitt a jaték végét, de most a vilagos gySzelmét jelenti (vilagos karikak, 3. dbra).
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3. dbra

A kovetkezd 1épésben megint tovabb megy az eldgazés, és két esetben még egy-egy 1épés lehetséges (4. dbra).
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4. dbra

Latjuk, hogy Gsszesen 10 agvégzbdés van, és mindegyikhez egy pontosan meghatarozott iton juthatunk el legalulrol
folfelé haladva. Ezek az agvégzddések és egyuttal ezek az utak ennek a jatéknak tizféle lehetséges lefolyasat dbrazoljak.
A gyakorlatban ezek nem szoktak mind el6fordulni, hiszen aki egy kicsit is megértette a jatékszabalyokat, az nem tesz
olyan értelmetlenséget, hogy ha nem kell, 6-ot ir. A teljesség kedvéért most mégis minden esetet feltiintettiink, ezeket
is.

Abraink alapjan nyomon kovethetjiik annak a bizonyitasat, hogy a jaték sorsa a jaték kezdetekor mar eldslt. A
»szinezett” végpontokbol visszafelé haladva a tobbi csomdpontot is szinezziik a kovetkezd elv alapjan:

1. Ha nincs eladgazas, akkor a karika szine ugyanaz, mint a kovetkezd karikaé.

2. Ha elagazas van, de a lehetséges folytatasokban mindeniitt ugyanolyan szind karika van, akkor szintén ,nincs
mit tenni”, marad a szin.

3. Ha azonban tobbféle szam kozott lehet valasztani, akkor az éppen soron levs jatékos a szaméra kedvezGbb
lehetGséget valasztja, vagyis ha a vilagos 1ép, vilagos lesz a karika, ha a sotét 1ép, akkor sctét.

Ennek alapjan mechanikusan végigszinezhetjiik a csomépontokat az dgak végpontjaibol a fa tovéig.

A jatszma kezdetéhez (alulra) vilagos karikat irtunk, mert f6lilrél lefelé haladva kideriilt, hogy aki kezd, akirmit
lép is a masik, tud tgy lépni, hogy végiil is 6 nyerjen (vilagos karikdhoz jussunk).

A helyes kezd§ 1épést nyil mutatja.
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5. dbra

A most bevezetett abrazolasmodot méas jatékok abrazolasara is felhasznalhatjuk. Persze, csak egészen egyszerd
jatékokat tudunk igy abrézolni, kiilonben a ,,fa” attekinthetetleniil bonyolult lesz. Példaul a sakkjatékban 20 kezddlépés
van, vagyis a fanak 20 f6aga; mindegyikre 20 valaszlépés, vagyis mind a 20 4g még 20 felé dgazik (400 4g mar a
masodik lépésnél). A pontos abrazolés ilyenkor gyakorlatilag keresztiilvihetetlen. Viszont azok a gondolatok, amelyek

egyszer( jatéktipusok dbrazolasakor megformalédnak a gyerekekben, a bonyolult jatékokra is alkalmazhatok, és segitik
a megeérteést.



