LA csoda, a matematika nyelvének alkalmas volta a fizika torvényeinek megfogalmazdsdra. vardzslatos adomdny,
amelyet nem értink és nem is érdemlink meg.”

Wigner Jend
Bevezetéd]

A fizikai problémék elméleti targyaldsanal és konkrét feladatok megoldasanal altaldban a kévetkezs ,menetrendet”
kovetjiik:

1. Megprobaljuk a problémat — az adott esetben lényegesnek, illetve lényegtelennek itélt jelenségek szétvalasztasaval
— a fizika valamelyik 4gaba, részteriiletébe sorolni, vagyis eldontjiik, hogy jellegét tekintve pl. mechanikai-, elektromos-,
optikai-, vagy éppen hétani feladattal allunk szemben. Ez a besorolds nem mindig egyszert és nem is mindig lehetséges,
hiszen példaul egy erdsen melegedd tranzisztor, vagy a magneses ,lencsékkel” fokuszalt elektronnyalab viselkedésének
leirdsahoz nem elegend§ a fizika tankonyvek egy-egy fejezetének ismerete.

2. Az adott részteriilet alapvetd torvényeinek ismeretében (példaul a Kirchoff-torvények, a Newton-egyenletek,
vagy az egyesitett gaztérvény alapjan) matematikai Osszefiiggéseket keresiink a minket érdekls probléma ismert és
ismeretlen mennyiségei k6zott. Ezt altalaban ugy tessziik, hogy mind az ismert mennyiségeket (példaul egy szabadon
esS test tOmegét, vagy egy gaz kezdeti homérsékletét), mind pedig a keresett mennyiségeket (foldetérés idejét, a gz
leends nyomasat stb.) algebrai szimbolumokkal, betijelekkel latjuk el (m, Ty, t, p1, ...) s ezek segitségével irjuk fel
a jelenségkor fizikai torvényeit.

3. A kovetkezd 1épés az egyenletek megoldéasa. Feltételezve, hogy elegendd szamu fizikai torvényt sikeriilt az adott
probléma konkrét koriilményeire alkalmaznunk, az egyenleteink matematikai értelemben hatarozottak, megoldhatok
lesznek, s csak rajtunk (matematikai tudasunkon, vagy a szamitogépiink sebességén és nagysadgan) mulik, hogy tény-
legesen meg tudjuk-e oldani a feladatot.

4. Ha szerencsénk van, akkor a feladatot nem csupan egy bizonyos adatsereggel, a feladatban szerepls aktualis
szamértékekkel tudjuk megoldani, hanem &ltaldnosabb, sokféle adat esetén érvényes formulat, analitikus kifejezést is
sikeriil adnunk. Ha példaul egy [=0,5 m hosszi inga lengés idejét szeretnénk kiszamitani, s tudjuk, hogy a Fold felszinén
a nehézségi gyorsulas g = 9,81 m/ s nagysagu, akkor — a Newton-torvények segitségével — nemcsak azt szamithatjuk
ki, hogy a keresett lengésidé 1,42 s, hanem azt is, hogy altalaban T' = 27 - \/l/_g Ennek a képletnek az ismerete
lehetGséget kinal arra, hogy meghatarozzuk, mennyi lenne a lengés ideje egy 20 m-es ingdnak a Holdon, vagy hogy
ilyen kérdéseken is elgondolkozgassunk: hanyszorosara kellene megnovelniink egy inganak a hosszat, ha azt akarjuk,
hogy a szokasosnal k-szor gyengébb gravitacios térben N-szer hosszabb ideig tartson egy lengés k és N adott szdmok.

5. Az utolso lépés az, hogy a korabban kapott formuldba behelyettesitjiik a feladat konkrét szamadatait, s nume-
rikusan (valamilyen pontossaggal) kiszamitjuk a végeredményt.

A tovabbiakban a 4. pontban emlitettekkel fogunk részletesebben foglalkozni. Azt a fajta vizsgalodast, mely so-
ran egy eredményiil kapott formula, képlet alakjat, illetve tartalmat, ,mikodését” vizsgaljuk, meghatarozzuk, hogy
milyen adatok (tn. paraméter-értékek) esetén értelmes egyaltalan a képlet, s hogy milyen hataresetei, esetleg érde-
kes szimmetria-tulajdonsagai vannak a formuldnak, szoval az eredménynek ezt a fajta ,késtolgatésat, izlelgetését” a
megoldas diszkusszidjinak nevezziik.

A diszkusszioba az is beletartozik, hogy elgondolkozzunk azon, mit jelent az, ha a képlet valamilyen adatsereg
mellett értelmetlenné, ,szingularissa”, tehat megoldhatatlanné valik, vagy éppen az ellenkezGje torténik: tobbértékiive,
vagy esetleg teljesen hatarozatlanna vélik a formulank.

Van-e valamilyen kapcsolat a matematikai szingularitasok, az egyenletek tobbszords gyokei, a ,hamis gyokok”
megjelenése és a fizikai valosag, a természetben megfigyelhets jelenségek realitasa kozott, vagy pedig el kell fogadnunk,
hogy bizonyos esetekben (amikor példaul negativ gaznyoméas, komplex szamértékd sebesség, vagy egy anyagdarab
atomjainak szdméara nem egész érték adodik) az eredményt, vagy az eredmények egy részét el kell dobnunk, fizikailag
értelmetlennek kell nyilvanitanunk.

Ezek egyéltalan nem konnyd és a tudasunk mai szintjén nem is mindig megvalaszolhato kérdések. Hacsak nem
akarunk az elvont filozofalgatas szintjén maradni, célszerid lesz néhany konkrét példat megvizsgalnunk, s megpro-
balhatunk ezekbdl altalanosabb jellegi tanulsagokat lesziirni. Az itt kovetkezs példak egy része nagyon egyszerd, s
nagyon jol ismert a KML olvasoéi, feladatmegoldoi szaméra. Kérem, hogy ezeknél az illusztracioknal ne a feladat pri-
mitivségén bosszankodjanak, hanem a diszkusszidé menetére, az abbdl ad6dé tanulsagokra figyeljenek! A példak kozott
talalhatnak majd olyanokat is, melyeknek elméleti alapja, fizikai hattere bizonyara teljesen ismeretlen és érthetetlen a
kozépiskoldban tanultak alapjan. Kérem az Olvasokat, hogy ezeknél a probléméknal fogadjak el tényként a leirtakat,
s ne feszegessék azt, hogy miért van ez igy, honnan kaptuk ezeket a formuldkat, (hiszen ezek elmagyarazasara itt és
most nyilvan nincs lehetSség), s ismét csak a kovetkestetésekre, a tanulsagokra figyeljenek elsGsorban!

Negativ szam a gyokjel alatt

Hajitsunk el egy testet vy kezdGsebességgel fliggslegesen felfelé! Mekkora lesz a sebessége az elhajitas helyétsl mért
h magassagban?
Akar az egyenletesen valtozd mozgasokra érvényes

! Elhangzott a 44. Téli Ifjusagi Fizikai Ankéton.



h:v(yt—%tz, v=v9—g-t
Osszefiiggésekbdl, akar az energia megmaradasat kifejezd

1 1
—-m~v§:§mv2—|—mg-h

2
Osszefiiggésbdl indulunk is ki, némi algebrai dtalakitas utan a

(1) v=1/v3-2-g-h

eredményt kapjuk Ennek a képletnek a segitségével kiilonboz6 h és vy értékek esetén kiszamithatjuk v szamértékét,
legalabbis akkor, ha a gyokjel alatt nem negativ szam all. De vajon mit jelent az, hogy pl. vg = 10 m/s és h=6,25 m-es
adatoknal

(2) v = \/100 m?/s2 —2-10 m/s” - 6,25 m = v—25 m/s.

Ez az eredmény fizikailag értelmetlen, hiszen a valos szamok korében maradva egy negativ szambol nem lehet négy-
zetgyokot vonni, a sebesség pedig — lévén egy elmozdulasnak és egy id6tartamnak a hanyadosa — nyilvanvaléan valos
szam kell legyen.

A paradoxon megoldasa nem til nehéz: az (1) egyenlet csak v3 — 2 - g-h = 0 esetben érvényes, hiszen azokba a
pontokba, melyekre h > v(z) /2g, a feldobott test egyaltalan el sem jut, tehat nincs is értelme az ottani sebességérsl
beszélniink Ugy latszik, teljes az dsszhang: a probléma megoldasaként adodott (1) egyenlet jobb oldalanak matematikai
értelemben vett értelmezési tartomanya pontosan megfelel fizikailag realis, ténylegesen megvalosuld, illetve legalabb
elvben megvalosithato helyzeteknek. Ennek ellenére a merészebb képzelet(, s a komplex szamokkal esetleg éppen most
ismerkedd didkok elgondolkozhatnak azon, hogy a (2) egyenletben szerepls v —25-r6l — ha elfeledkezhetnénk arrol, hogy
ez egy fizikai mennyiséget jelol — a matematikai konyvek azt allitjak, hogy +5 i-vel egyenls (ahol ¢ a képzetes egységet
jeloli)! A mult szazadban a v = 5i m/s egyenlGséget bizonyara oOriiltségnek tartottdk volna, a kvantumelmélet (mas
néven hulliammechanika) megsziiletése 6ta azonban mar nem nevetik ki azt, aki ilyen ,vad” dolgokat allit. A képzetes
sebesség fizikai jelentésének targyalasara nem térhetiink ki, elégedjék meg az Olvaso azzal, hogy nem feltétlentil irrealis,
fizikailag értelmetlen ez a fogalom.

Tobbértékid megoldasok

Egy H magassagu toronybol ¢ = 0 pillanatban vy kezdGsebességgel a vizszinteshez képest « szogben elhajitunk egy
testet. Milyen messze és mennyi id6 malva ér f6ldet (1. &bra)?
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1. dbra
A mozgasegyenletek altalanos alakja:
(3) T =wp-t-Ccos a,
_ 8. .
(4) y——it +wg-t-sin a+ H.

A foldet érés azon t = T pillanatban kovetkezik be, amikor y = 0 teljesiil, vagyis
g2 : _

(5) _ET —vo-T-sina+ H =0.

Ennek a masodfoku egyenletnek két megoldasa van:

2 12

S 2H

Tio= Dsin a8t | 20
g g

s az ezekhez tartozo vizszintes iranyd elmozdulasok:

dlﬁz_v&sinoz-cosoz'(li 2g11£ )
v «

g 8 sin



Hogyan lehetséges az, hogy az esési idore, illetve a hajitasi tavolsagra kétféle megoldast kaptunk? Az eldobott targy
— hacsak nem torik ketté, — nem érhet két kiilonbozd helyen foldet! Melyik a jo6 megoldas, s a masik, ha nem jelent
semmit, akkor hogyan keriilt a képletiinkbe?

A két megoldas koziil nyilvan a pozitiv négyzetgyokhoz tartozoé felel meg az 1. abran lathatéo A pont adatainak. A
masik gyokpar negativ: To < 0 és do < 0; ezeknek a szadmoknak semmi k6ze nincsen a keresett A pont jellemzGihez.
Ennek ellenére nem allitjuk, hogy do és Ts semmiféle fizikai jelentéssel nem rendelkezd hamis gyokok, hiszen az értelmiik
elég konnyen kiderithets. A megoldasunk ugyanis arra ,épiilt”, hogy a ferde hajitast végzd test palyajan olyan pontot
kerestiink, amely a talajszinten taldlhato, vagyis amelynek az y koordinataja nulla. Az altalunk vizsgalt mozgasnal
egyetlen ilyen tulajdonsigu pont létezik, az A pont. Ha viszont gy képzeljiik el a mozgast hogy az nem a ¢t = 0
pillanatban kezd6ddtt, hanem mar kordbban, méghozza oly médon, hogy ¢t = 0-kor éppen y = H magassagba jutott
el a test és a sebessége pontosan azt az a szoget zarta be a vizszintessel, amelyiket el6re megadtunk, akkor a (3) és (4)
egyenletek tovabbra is érvényesek, s az (5) feltételnek most mar nem csupan az A, hanem a B pont is eleget tesz.

A masodfoku egyenlet masik, az eredeti feladat szempontjabol érdektelen gyoke tehat egy tjabb — az eredetivel
rokon, de attol mégis kiilonboz6 kérdésre ad valaszt: egy H magassaga torony tovétsl milyen tavolrél és mikor kell
eldobjunk egy testet, ha azt akarjuk, hogy egy megfelel6 pillanatban (mondjuk ¢ = 0-kor) éppen a torony tetejénél
legyen, és a sebessége egy megadott irAnyba mutasson.

Ez a példa tehat arra tanit benniinket, hogy egy fizikai probléma helyesen megfogalmazott egyenleteinek gondos
matematikai megoldésa, illetve a megoldés diszkusszidja néha olyan, a kitlzottnél dltalanosabb probléma megoldasat
is a kezilinkbe adja, melyet eredetileg esetleg fel se vetettiink, meg se fogalmaztunk. Ilyen helyzetekben olyan érzésiink
tamadhat, hogy egyenleteinkbdl tobb ,fizika” jon ki, mint amennyit a feladat megfogalmazasakor, az egyenletek felalli-
tasakor ,beleraktunk”, tehat a természet viselkedése, a megfigyelhets jelenségek szabélyszertisége pusztan matematikai
megfontolasokkal ,kitalalhato”. Ez igy nyilvan nem igaz, inkdbb arrél van szo, hogy az altalunk felirt és alkalmazott
fizikai torvények sokkal tobbet ,tudnak”, sokkal tobb fizikai tartalommal rendelkeznek, mint amennyit elsé ranézésre
nekik tulajdonitottunk.

Arulkods képletek

Egy fizikai probléma megoldasa sordn adodéd végeredmény kiilonbozé okok miatt lehet hibés. Elképzelhets, hogy
rosszul emlékeztiink az alaptorvények alakjara, vagy kifelejtettiink egy allandot, de az is lehetséges, hogy az egyenletek
megoldasa soran vétiink valahol egy matematikai jellegii hibat. Barmi legyen is a hiba oka, egy rossz képlet sok bajt
okozhat (épiiletek d6lhetnek Ossze, tv késziilékek gyulladhatnak ki, vagy egyetemi felvételi vizsgak eredménye valtozhat
meg egy-egy szamolasi hiba miatt). Jo lenne valamilyen ellenérzé mechanizmus, vagy a szamitogépek onmiikodd
hibajelz6 kédjahoz hasonlé eljaras, amely — ha nem is mindig és minden koriilmények kozott, de legalabb bizonyos
esetekben — figyelmeztet: Vigyazz, amit szamoltal, az biztosan nem lehet jo!

Az egyik leghatékonyabb hibajelzés a dimenzioproba. A fizikai mennyiségek dltaldban nem puszta szamok, hanem
kiilonféle mértékegységgel, dimenzidval rendelkeznek. Ha egy képlet dimenziéra nem helyes, akkor egészen biztosan
hibés kell legyen. Sajnos forditva nem igaz; ha a mértékegységek rendben vannak, akkor még mindig nagyon sokféle
hiba lehet a szamolasban.

Egy maésik — talan kevésbé ismert — hibakeresési eljaras az, amely a végeredmény, a végképlet matematikai szerke-
zetének vizsgalatira épiil, tehat a megoldas diszkussziojan alapszik. Megvizsgalhatjuk példaul azt, hogy formulaban
szereplS adatok, paraméterek milyen értékénél, vagy értékeinél ,bolondul meg” a képlet, valik szinguldrissd a megoldas.
Ha ez a megbolondulés fizikailag realis, tehat ténylegesen megvaldsithato, bedllithaté adatok mellett torténik, ilyen
esetben valik valamelyik mennyiség végtelen naggyé, vagy éppen komplex szdmma, akkor errél bizonyéra nem a termé-
szet, hanem mi magunk tehetiink, s legjobb lesz, ha rogton nekilatunk az egész szdmitas gondosabb megismétléséhez.
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2. dabra

Tekintsiik példaul a 2. dbran lathato csigarendszert, melynél az egyes testek gyorsuldsat szeretnénk kiszadmitani.
(A szokésos elhanyagolasokkal éliink: a csigdk és a kotelek tOmegét, valamint a surlodast és a légellenallast nem
vessziik szamitasba.) Tegyiik fel, hogy az m; tomegi test gyorsulasara — a Newton-egyenletek felirdsa, bonyolult
kényszerfeltételek figyelembe vétele, majd hosszas szdmolas utdn — az alabbi Gsszefiiggést kapjuk:

mi - Mo + mq-m3z —4ms - m3
(6) a =

m1~m2—m1~m3—|—4m2'm3

Ez a képlet dimenziora helyes, ennek ellenére mar ranézésre latszik, hogy hibas kell legyen. Miért? A nevezGben pozitiv
szamok Osszege, illetve kiilonbsége szerepel, s semmi akadalya nincsen annak, hogy torténetesen olyan mj, ma és mgs
tomegeértékeket valasszunk, amelyeknél a nevez6 nullava valik (pl. m; = 6 kg, mo = 1 kg és ms = 3 kg). Mivel
ugyanezekkel az adatokkal szédmolva a szamlalo egy véges (nullatol kiilonbozs) értek, a (6) képlet alapjan szamolt



gyorsulas értelmetlenné (,végtelen naggya”) valik. Valoban, ha atnézzik a szamitasunkat, el6bb-utobb rajoviink, hogy
a képlet hibas, hiszen a jo eredmény:

g helves) _ my-mo+mq-mg—4-mo-ms
i =
mi-mo+mq-mz+4-mo-mg3

Ebben a formulaban a nevezd sohasem valhat nullavé, hiszen a tomegek mindegyike pozitiv szamértékd, tehat az igy
szamolt gyorsulas semmilyen koriilmények kozott nem lesz szingularis.

Természetesen ez a hibakeresési eljaras sem tokéletes, mindig és minden koriilmények kézott hatasos ,,csodagyoégy-
szer”. Ha példaul a szamolési hiba minddssze annyi, hogy a végképlet elé tévedésbol egy 2-s szorzé kertil (foloslegesen),
ezt sem a dimenzibé-vizsgalat, sem pedig a szingularitas-proba nem képes kimutatni. Ilyen jellegt hibak felkutatasara
olyan hataresetek megvizsgalasa adhat reményt, melyeknél szamszerien tudjuk a végeredményt. (Példankban ha m,
sokkal nagyobb, mint mq és mg, akkor az 1 jeli test lényegében szabadon esik, gyorsuldsa tehat a; = g kell legyen.)

Végtelen — fizikai jelentéssel

Az el6z6 pontban leirtak azt sugalljak, hogy egy képlet ok nélkiil (értsd: fizikailag megvalosithato korilmények
kozott) nem valhat szingularissa, nem adhat végtelen nagy értéket eredményként. Mint az alabbi példa mutatja, ez
azért nem ilyen egyszerii!
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3. dbra

Valaki egy ,fekete dobozba” harom ellenéllast rejtett a 3. 4bran lathato kapcsolasban. Hogyan tudnank meghaté-
rozni a doboz kinyitasa nélkiil az R;, Ro és Rg ellenallasértékeket? Nyilvan megtehetjiik, hogy egy fesziiltségmeérs és
egy arammérs miiszerrel rendre megmérjilkk az AB, BC és AC pontok kozotti ellenallast, s mondjuk 1 k2, 2 k2 és
3 k) értékeket kapunk. Ezek utan felirhatjuk a sorosan, illetve parhuzamosan kapcsolt ellenéllasok eredgjét megado
képleteket (tehat lényegében a Kirchhoff-egyenleteket), s igy az alabbi Osszefiiggéseket kapjuk:

1 n 1 1
Ry R2+R3_1kﬂ,
1 1 1
— ¥ - ,
Ry R+ R3 2 k2
1 1 1

R Ri+t R, 3KQ

Mivel pontosan annyi ismeretlen mennyiséget szeretnénk meghatarozni, ahany egyenletiink van, a feladat matematikai
szempontbodl hatarozottnak latszik. Az egyenletrendezés soran azonban kideriil, hogy nem ilyen egyszeri a helyzet: bi-
zonyos képletekben nullaval kellene osztanunk, s ez értelmetlen matematikai mivelet (minden valamirevald szamitogép
ilyen feladat lattan hibajelzéssel leall). No, de akkor mekkorék az R; ellenallasok? Egy egyenlet (vagy egyenletrendszer)
matematikai szempontbdl lehet ellentmondéasos, tehat megoldhatatlan, de a Természetet leiré egyenletek ezt a luxust
y,hem engedhetik meg maguknak” — gondolhatjuk, s nem is teljesen alaptalanul. A Természet ugyanis valahogyan biz-
tosan viselkedik, valami mindig torténik, s ha a jelenségeket, folyamatokat leird egyenletek (természetesen valamilyen
keretek kozott) helyesen irjak le a valosagot, akkor ennek az egyenletek matematikai szerkezetében, az egyenletek
megoldhatésagaban is tlikrézddni kell.

Visszatérve az ellenallashalozat problémajahoz, megprobalkozhatunk azzal, hogy nem a ténylegesen mért 1, 2 és
3 kQ-os értékekkel, hanem altaldnosan Rap, Rpc és Rac paraméterértékekkel oldjuk meg az egyenletrendszeriinket,
s csak a legvégén helyettesitjiik be a konkrét szdmadatokat. Ezzel persze nem keriilhetjiik el, csupan halogathatjuk
a nullaval val6 osztas kérdését. Az altalanos megoldasbol kideriil, hogy csupéan akkor valik szingularissa a feladat, ha
a mért ellenédllasok nem tesznek eleget a haromszog egyenlétlenségnek, vagyis ha nem igaz az, hogy barmelyik ketts
Osszege nagyobb, mint a harmadik érték. Jelen esetben éppen a hatédron vagyunk 1 k) + 2 k) = 3 k€2, ezért éppen
megoldhatatlan (pontosabban kiszdmithatatlan) a feladat. Amennyiben a harmadik ellenallasmérés eredménye nem
pontosan 3 kQ-t adott volna, hanem annal egy picivel kevesebbet, mondjuk (3 — &) kQ-t, ahol £ egy nagyon kicsi
szam, akkor a feladat mar megoldhaté lenne, s azt is latnank, hogy az Rs ellenallas szamitott értéke aranyos lenne

1
—-nal. Mit jelent ez? Mivel végtelen pontos mérés elképzelhetetlen, nyugodtan mondhatjuk, hogy ténylegesen (3 — )

liQ a harmadik mérés eredménye, s ebbdl az kovetkezik, hogy az Rs ellendllds nagyon nagy, a tobbiekhez viszonyitva
weégtelen”. Mivel az ellenallas fogalmat a fizikiban a fesziiltség és az dramer@sség hanyadosaként értelmezhetjik, a
végtelen nagy ellenallas nem irredlis fogalom, hanem egyszerten csak azt fejezi ki, hogy a vizsgalt dgban nem folyik
aram, szakadas talalhaté.



Hasonloé példakat talalhatunk a fizika mas teriiletein is; a legkiilonb6z6bb fizikai mennyiségeknek lehet végtelen
nagy az értéke — realis, megvalosithato koriilmények kozott. Igy peldaul a szupravezets allapotban levs fémek elektro-
mos vezetSképessége végtelen, a szuperfolyékony héliumnak a viszkozitasa nulla, tehét az ennek reciprokaval aranyos
yaramloképessége” végtelen nagy. Ugyancsak végtelen nagy egy kozonséges fém dielektromos allandéja, hiszen tetsz6-
leges kicsiny kiils6 elektromos mez6 hatésara szamottevé mértékben polarizalodik. Egy parhuzamos hatarfala tiveglap
(planparalel lemez) olyan lencsének tekinthetd, melynek végtelen nagy a fokusztavolsidga, a Naprendszerbdl éppen
kiszoké tdrszonda palyaja pedig egy olyan ellipszisnek, amelynek végtelen nagy a nagytengelye. Mas kérdés az, hogy
az emlitett példdkban a ,yégtelen nagy” mindig annyit jelent csupan, hogy ,nagyon nagy” a vizsgélt jelenségkorben
szerepld tobbi mennyiséghez viszonyitva, a ,wvégtelen kicsi”, azaz nulla pedig annyit, hogy valami a tobbi (hozza hasonlo
dimenzioju) mennyiséghez képest nagyon kicsi; ennek részletesebb elemzése egy kiilon el6adast igényelne.



