Az idei OKTYV els6 fordulojaban szerepelt a kovetkezs feladat :

Bizonyitsuk be, hogy egy 8 cm oldali négyzet belsejében tetszés szerint elhelyezett 33 pont kézil mindig kivdlaszthato
3 pont dgy, hogy az dltaluk meghatdrozott hdromszig terilete nem nagyobb 2 cm>-nél.

A feladat megoldasa a skatulya-elv szokvanyos alkalmazasan mulik: ha felosztjuk a 8 x 8-as négyzetet 16 db 2 x 2-es
négyzetre, akkor lesz olyan kis négyzet, melybe (hatarat is beleértve) legalabb 3 adott pont esik. Ezutdn mar csak
azt kell igazolni, hogy egy adott négyzetbe irt haromszog teriilete nem haladja meg a négyzet teriiletének felét; ez az
allitds négyzet helyett paralelogrammara is igaz, és bizonyitasa igen egyszerd.

A bizonyitas nem miikédik, ha 33-nal kevesebb pont van adva a négyzetben, ugyanakkor — némi probélgatas utan —
érezhetjiik, hogy 33-nal joval kevesebb pontot sem tudunk Ggy elhelyezni, hogy ne legyen 2-nél nem nagyobb teriilett
haromszogiink. Az alabbiakban a fenti megoldastol eltéré modszerrel megmutatjuk, hogy az allitds mar 23 pont esetén
is igaz. Bar valosziniileg még ez az érték is messze van a pontos hatartol, a bizonyitas talan nem érdektelen, és szemben
a fenti, tisztdn kombinatorikus okoskodassal, feltehetGen tovabb finomithato.

Jeloljiik s-sel a négyzetben elhelyezett pontok szamét, és ezek konvex burka legyen k-szog, melynek oldalai a;, as,

.., g, sz0gel , a1, o, ..., ar (az a;, a;+1 oldalak szoge «;). Tegyiik fel, hogy barmely 3 pont altal meghatarozott
haromszog teriilete 2-nél nagyobb. Ennek felhasznalasaval fels6 becslést adunk k-ra.

Kozismert, hogy ha egy sokszog a belsejében tartalmaz egy konvex sokszoget, akkor az utobbi keriilete a kisebb.
Mivel a négyzet keriilete 32, igy

(1) 322a1+ax+ -+ ag.

A konvex burok barmely harom szomszédos csucsa egy haromszoget hataroz meg, amelynek teriilete — feltevésiink
szerint — 2-nél nagyobb. Ezért

(2) iﬁiai+1 sin oy > 2 (’L = k esetén i1 = al).

Felhaszndalva a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenlGtlenséget
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(Itt hasznaltuk, hogy sina; # 0, hiszen sina; = 0 mellett van elfajuld, azaz 0 teriilet haromszog is.) Osszegezve ezt
i=1,2,..., kra:
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A jobb oldal tovabbi becsléséhez felhasznaljuk a Jensen-egyenl6tlenséget. (Ennek az igen hasznos és széles korben
hasznalhato egyenlétlenségnek a bizonyitasa megtalalhatd pl. Molndr Emil: Matematikai versenyfeladatok gyijteménye
c. kényvének 516-520 oldalan.)
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Tekintsiik az f(x) = fiiggvényt a (0;7) intervallumban.
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Konnyen igazolhato, hogy f itt konvex, igy a Jensen-egyenlStlenséget alkalmazva
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Ezt (3)-ban felhasznalva
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Ha k = 3, akkor a kapott egyenl6tlenség jobb oldala szigorian monoton né, és ha k = 12, akkor mar nagyobb,
mint 64.

Eszerint k& < 11, azaz, ha egy 8 cm oldala négyzetben adott pontok koziil barmely harom altal meghatarozott
haromszog teriilete nagyobb, mint 2, akkor a pontok konvex burka legfeljebb 11 -oldala sokszog lehet.
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Osszuk fel ezutén az adott pontok konvex burkat haromszogekre gy, hogy a felosztasban részt vevs haromszogek
mindegyikének cstcsai az adott pontok koziil valok legyenek, és semelyik haromszog ne tartalmazzon a belsejében
tovabbi megadott pontot (lasd az abrat).

Jelolje N az igy keletkez6 haromszogek szamat. E haromszogek szogeinek Osszege, N, egyenld a konvex burok
szogeinek és a bels6 pontok koriili teljesszogek Osszegével, azaz

(4) Nm=(k—2)m+ (s—k)-2m, ahonnan

N =2s—k —2 (s a pontok szama volt).

Feltevésiink szerint a felosztasban szereplé haromszogek mindegyike 2 egységnél nagyobb teriileti, masfelsl teriile-
tiik Gsszege, a konvex burok teriilete nyilvan kisebb a négyzet tertileténél, ami 64.
Igy 2N < 64, azaz N < 31. (4)-et és a k-ra kapott eredményt folhasznélva

3122s—k—2225s—11—-2=2s— 13, azaz 22 = s.

Ezzel igazoltuk, hogy ha a haromszogek mindegyike 2-nél nagyobb teriiletd, akkor az adott pontok szdma legfeljebb
22.



