1. Bizonyitsuk be. hogy hdrom egy pontbdl indulo félegyenes akkor és csak akkor tartalmazhatja egy téglatest hdrom
lapdtldjdt, ha a félegyenesek pdronként hegyessziget zdrnak be és ezek dsszege 180°.

1. megoldas. Elgszor is megmutatjuk, hogy a félegyenesek kozos pontja csak a téglatest valamelyik cstcsa lehet.
Mivel egy lapnak két atloja van, a harom atlé koziil legalabb kettének kiilonb6z6 lapokon kell lennie. Két ilyen atlo
nem lehet szemben fekvs lapokon, mert azok sikjai parhuzamosak, s igy a rajtuk levs egy-egy egyenesnek nincs kozos
pontja. Két szomszédos lapon levs egyenesek csak a lapok metszésvonalan metszhetik egymast, két lapatld tehat csak
uagy, ha egyik végpontjuk kozds, vagyis a tégla egy csicsa. Ekkor viszont a harmadik félegyenesen levé atld csak a
kérdéses cstucsban taldlkoz6 harmadik oldallapnak a cstcsbdl indulé atloja lehet.
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1. dbra

Jeloljiik a téglatest csicsait A,E) C, D, Al, B/, Cl, D'-vel az 1. abra szerint, és tekintsiik az A cstcsbol indulo
lapéatlokat. Jeloljiik az zﬁ , zﬁ, AA’ vektorokat a, b, c-vel, hosszukat a, b, c-vel. Ekkor az atlok irdnyaba mutatod

vektorok:

ezﬁ:a—i—b, f=AB =a-+c, ngD/ =b+c.
Két félegyenes akkor zar be hegyesszoget, ha az irdnyukba mutatoé vektorok skalaris szorzata pozitiv. Esetiinkben,
mivel az a, b, ¢ vektorok paronként merglegesek egymaésra,
ef = (a+b)(a+c)=a’+ac+ba+bc=a’>0,

tehét az AC és AB 4tlok kozt hegyesszog van. Hasonloan lathato be, hogy a mésik két atlopar is hegyesszoget zar
be.

A sz0gek Osszegének megallapitdsahoz belatjuk, hogy a harom atlo kozotti szogek megegyeznek pl. az ACD'
haromszog belsé szogeivel. Ebbél természetesen kovetkezik, hogy dsszegiik 180°.

B'AD'« = CD' A<,
mert Pitagorasz tételébsl o, ) )
BD?*=a*>+b>=AC* & CD?=d"+c*=AB>

tehdt az ACD ésa D B A haromszog megfelel§ oldalai egyenldk, s igy a hdromszogek egybevagok. Felhasznélva még
a
BC*=p 4+ =AD"?

egyenlGséget is, kapjuk, hogy az ACD' 6s CAB' haromszogek is egybevagok, amibdl kovetkezik, hogy
ACD ¢« =CAB <.

Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

Most megmutatjuk, hogy ha «, 3, v olyan hegyesszogek, amelyek Osszege 180°, akkor van olyan téglatest, ame-
lyiknek az egyik csiicsabol induld lapatlok kozti szogek a, S, illetSleg ~.

Rajzoljunk olyan haromszoget, amelyiknek a szogei o, 3, illetSleg «. Ilyen van, mert a szogek 6sszege 180°. Legyen
az a, [, v szoggel szemkozti oldal hossza e, f, illetSleg g. Ekkor egy olyan téglatest a, b, c éleire, amelyiknek harom
lapatloja az adott szogeket zarja be, az

(1) P =e 21+ =f2 PirE=g
egyenletrendszernek kell teljesiilnie. Ennek megoldésa :
a=(2+[2=92)/2, b=\(2+g*~[2)/2, c=([?+g*—e?)/2.

A gyo6kjelek alatt pozitiv szdmok allnak, mert a koszinusztétel szerint ezek az értékek

(2) ef cos vy, egcos B, fgcosa,

és ezek a szogek hegyes volta miatt pozitivak. o

Szerkessziink ezekkel az élhossztsagokkal ABCDA'B C' D téglatestet. Az 1. abra jeloléseit hasznilva az A cstcsbol
indul6 AC, AB', AD' lapatlok hosszara ekkor rendre az (1) alatti értékek adodnak. Az atlokat vektoroknak tekintve
paronkénti skalaris szorzataikra viszont a (2) alatti értékeket kapjuk, hiszen pl.

—
AC-AB = a2 = (e + f* —g%)/2 = ef cosy.



Itt felhasznaltuk a megoldas elején végzett szamitést is. Mivel a cosinus fliggvény 0° és 180° kozt minden 1 és -1 kozti
értéket csak egyszer vesz fel, ez csak ugy lehet, ha a lapatlok szoge rendre v, 5 és a. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. A versenyzGk nagy része szamitason keresztiil oldotta meg a feladatot, ezért valasztottunk elsének egy
szamitason alapulé megoldast. Akadtak olyanok is, akik a

cos ((e, £+ (fa 8) <+ (e, g)<{) =-1,
vagy a

cos ((e, <+ (f, g)<1) = —cos(g, e)<
egyenlGség igazolasaval lattak be, hogy a szdgek osszege 180°.

2. Annak a belatasara, hogy barmely 3 hegyesszoghoz, amelyeknek az 6sszege 180°, van olyan téglatest, amelynek 3 lapatloja
kozti szogek éppen az adottak, azt bizonyitottuk be, hogy minden hegyesszogd haromszoghoz talalhaté a térben olyan pont,
amelyiket a csticsokkal 6sszekots egyenesek paronként merdlegesek. Lényegében ennek a bizonyitasat kivanta az 1938. évi E6tvos
verseny 3. feladata. ]

3. A szOgosszegre vonatkozo bizonyitas soran azt lattuk be, hogy az AB'CD' tetraéder kitérs élparjai egyenls hossztuak. Igy
az oldallapok egybevagd haromszogek. Az ilyen tetraédereket egyenl6oldalinak nevezik. Ezek a szabalyos tetraédernél kevésbé
specialisak, mégis rendelkeznek a szabalyos haromszogek szamos tulajdonsaganak a térbeli megfelelGjével.

A feladat megoldhat6 szdmolas nélkiil, amint a tovabbi megoldasok mutatjik. Nem bizonyitjuk djra, hogy a fél-
egyeneseknek a tégla egy cstcsabdl kell indulniuk. Ennek bizonyitasa egyébként nem igényelt szamitast.

IL. megoldas. Belatjuk, hogy a CAD < hegyesszog. Forgassuk a CAD' haromszdget CD  oldala kériil a CDD’
sikba; jeloljiik A Gj helyzetét A;-gyel. (2. abra).
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2. dabra

Da C’AlD haromszog belsejében lesz, ugyanis az A csucs egy CD -re bocsatott meréleges sikban mozog forgatés
kozben. Ennek a siknak az F metszéspontja a cD’ egyenessel a CD’ szakasz belsejében van, mert A merdleges vetiilete,
D, rajta van a CDD' sik és a merdleges sik metszésvonalan, az A1 E egyenesen; igy DE a CDD derékszogli haromszog
D-bél huzott magassaga, talppontja tehat az atfogd belsejére esik. Mivel az ADE haromszog AE atfogdja nagyobb a
DE befogéndl, igy D az A E szakaszon van. Ekkor azonban

CDE< >CAE<x é EDD <> EAD«,

mert a bal oldalon a CA; D, ill. a DA; D’ haromszég D-nél levé kiilsé szoge all, a jobb oldalon viszont az A; csticsnal
fekvé bels6 szog. A megfelel§ oldalakat Osszeadva :

= ODE<+ EDD <> CAE<+ EA,D' < =CA,D «,

és ezt akartuk bizonyitani. Hasonléan lathaté be, hogy a masik két atlépar is hegyesszoget zéar be.

Az AB'CD' tetraéder egyenléoldalt, mert az AB', CD'; B'C, D' A; AC, B'D’ szembenfekvs élparok a tégla
két-két szembenfekvs lapjanak egy-egy atldja ; ezek a lapok egybevagd téglalapok és a téglalap két atldja egyenld
hosszu.

Ekkor egybevagok a kévetkezs haromszogek : ACD,, CAB,, D' B A és igy

CAB'«=ACD'«, B'AD'<=CD A«
A jobb oldali szogek az ACD' haromszog bels6 szogei, tehat a harom lapatld kozti szogek Osszege :
B'AC<+CAD <+ D' AB' <« = D'AC< + CAD <+ AD' C< = 180°.
Ezzel belattuk a feladatban szerepld feltételek sziikséges voltat.
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3. dbra

!Lasd: Hajos Gy. -Neukomm Gy. — Surdnyi J. : Matematikai versenytételek, II. kot., 2. kiad. (Tankonyvkiado, Budapest, 1965.) 65 -
66. old.



Teljesiiljon az «, B, v hegyesszogekre az a+ B+~ = 180° Osszefiiggés. Rajzoljunk A As A3 haromszoget, amelyiknek
ekkorak a szogei. Jeloljuk az
AsAs, AsAp, A1A oldalak felezopontjat rendre B, C, D vel (3. abra). (Igy maradunk 6sszhangban az eddigi
jelolésekkel.) A CAD' haromszoget a CD’ oldala korul a B A,D' haromszoget pedig a B'D oldala koriil forgatva az

Aj és Ay pontok talalkoznak a tér egy A pontjaban. Az A; pont vetiilete ugyanis az A;-b6l CD' -re alhtott merdlegesen
mozog. Kz merdleges Ay As-ra is, tehat az Ay Ax Ag haromszog magassagvonala. Metszéspontjét CD'-vel jeloljik E-vel.
Ez felezi a magassagot. Hasonl6an As vetiilete a B'D're meroleges egyenesen mozog a forgatas sordn. Ez a haromszog
As-b6l htizott magassagvonala, a hdromszogbe es6 szakaszat a B'D'-vel val F metszéspont felezi.

A két egyenes M metszéspontja a haromszog magassdgpontja. Ez a hdromszog belsejében van, mert a haromszog
hegyesszogi. Az emlitett felezési tulajdonsagok miatt

AE>EM é AxF > FM.

Ennek folytan az a kor, amelyiken As mozog, az M pontban a haromszog sikjara merdlegesen allo egyenest metszi. A
metszéspont legyen A. Erre ) ) )
AD = A1D =D As,

igy ugyanebbe a pontba jut a forgatas kézben As is. Az A pontra teljesiilnek az
AC =CAy=CA3 6 AB =B Ay =B A3

egyenlGségek, tehat az AB'C héromszog egybevago A3 B C-vel. Az AB AC 6s AD' félegyenesek kozti szogek tehat
az adott hegyesszogekkel egyenlsk, az AB'CD’ tetrasder pedig egyenld oldalu
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Olyan téglatestet kell még szerkeszteniink, amelyiknek az A cstucsbol indulé élek lapatloi. Hazzunk AB' felez6pont-
jan at olyan D'C-vel e yenl§ és egy irAnyban parhuzamos A'B szakaszt amelyet a pont szintén felez, és hasonléan
cD' felezopontjan at B A val egyenld, parhuzamos és egyiranya c'D szakaszt amelyet a pont szintén felez (4. abra).
Ekkor AA B B és cC'D'D parhuzamos oldalud és egybevagd téglalapok, mert atléik egyenlsk és felezik egymast, tehat
ABCDA'B'C'D' paralelepipedon. Ekkor azonban téglalapok a tobbi lapjai is, mert

BD=BD =AC=AC ¢ BC =AD =CB =DA,
mivel a tetraéder szemben fekvs élei egyenlSk. A paralelepipedon tehét téglatest. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. A megoldasbol lathato, hogy tetszés szerinti AB'OD' tetraederhez megszerkeszthets az ABCDA'B'C'D’
paralelepipedon, a tetraéder tn. bennfoglalé paralelepipedonja. Erre vonatkozéan lényegében azt lattuk be, hogy a bennfoglalé
paralelepipedon akkor és csak akkor téglatest, ha a tetraéder egyenlSoldali. Hozzatehetjiik — ez konnyen lathaté —, hogy akkor
és csak akkor kocka, ha a tetraéder szabalyos.

2. Az el6z6 megjegyzésnek és a feladat allitasanak az Gsszevetésébdl azt is kapjuk, hogy az egyenlGoldala tetraéder élei kozti
szogek hegyesszogek. Nem igaz viszont a megfelel§ allitas a lapok kozti szogekre. A fenti megoldasban felhasznaltuk hogy az
M magassagpont az A1A2A3 haromszog belsejében van, mert az hegyesszogu Nem kell azonban a B CD’ kozépharomszogben
lennie. Ha pl. a D AzB haromszogbe esik (5. abra), akkor az AB D és B cp’ lapok szoge tompaszog.
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III. megoldas. Fektessiink az ABCDA'B'C'D' téglatest A csiucsan at az AC lapatlora merdleges sikot (6. abra).
Ennek a téglaval az AA éle k6z0s, a test a sik egyik oldalan fekszik. Ennélfogva az AB' és AD' félegyenesek hegyes-
szoget zarnak be a sikra meréleges AC félegyenessel. Hasonloan lathato be, hogy az utoljara emlitett két félegyenes is
hegyesszoget zar be.
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7. dbra



Tiikrbzziik a téglatestet az AA D' D és BB C'C lapok kézéppontjan atmen(i tengelyre (7. abra). Ekkor a B AD «
6sa CD’ A<I egymaésba megy at, tehét ezek egyenlok Az ABOD 6s ABC'D lapokra meréleges tengelyen at tiikrozve
kapjuk a D'CA< és B AC< egyenlGségét. Az AB AC, AD' lapatlok kozti szogek tehat az ACD héaromszog belsd
szogeivel egyenldk, s igy Osszegiik 180°. Ezzel a feltetelek sziikséges voltat belattuk.

Legyen most «, (3, v harom hegyesszog, amelyek Osszege 180°. Rajzoljunk a sikban ~y szoget bezéar6 e és f fél-
egyenest, majd egy « nyilasszogl korkupot e tengellyel és egy [ nyilasszogit f tengellyel. Ezek metszik egymaést.
Legyen ugyanis a kipok metszésvonala e és f sikjaval g1, hy és g2, ho, akkor ezek koziil kettd, mondjuk hy és ho,
egymas meghosszabbitasa, mert a szogek Gsszege 180° (8. abra). A g1, h1 és go, ho, félegyenesek kozti szogtartomany
nyilasszoge 2« ill. 28. Mivel

200 + 28 = 360° — 2y > 180°,

igy a két szogtartomany atfedi egymést. K6z0s résziik mindkét kipban benne van, azok tehat valoban metszik egymast.
Egyik metszésvonalukat g-vel jellve, az e, f, g félegyenesek kozti szogek v, 5 és a.
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Jeloljiik a félegyenesek kozos kezdSpontjat 0-val. Legyen g egy ettdl kiilonb6z6 pontja D;. Huzzuk meg D;-bél az
OD;-gyel e és g sikjaban (f, g)<(= ) és f és g sikjaban (e, ¢g)<(= «) szOget bezaro egyenest (9. dbra). Az el6bbinek
e-vel, ill. az utébbinak f-fel valé6 metszéspontja legyen B, ill. C. Ekkor az OB, D1 és a D1CO haromszog egybevago,
mert a kozés OD; = D10 oldalukon levs szogek egyenlsk. Igy OB, = D,C és B;D; = CO. Ekkor viszont a B;0OC
haromszog is egybevago az elébbiekkel, mert

B100<I =7 = OBlD1<I,

és a megfelels szogszarakon levs oldalak egyenlsk. Igy viszont a C'D;B; harom-szdg is egybevagd az elGbbiekkel,
mert az utolsod egybevagosagbol kovetkezik, hogy C By = OD; és igy pl. az OBy D1 haromszoggel megfelel§ oldalaik
egyenlSk. Az OB;C D tetraéder tehat egyenlGoldala.

Jeloljik a CO, CB1, CDy, OBy, B1D1, D;0 élek felez6pontjat rendre
A, B,, D,, U, V, W-vel. Ekkor A, Bl, V, W egy rombusz csdicsai, mert AB' és WV parhuzamos OBj-gyel és
fele akkora, miutan az OCBj, ill. OD;B; haromszog kozépvonala. Igy egy sikban vannak és egy paralelogramma
csucsai. Ezen felil AW a COD; haromszog kozépvonala, tehat felakkora, mint C'D;, ami meg OB;-gyel egyenls. Igy
a paralelogramma valéban rombusz, tehat AV ésB'W at101 merdlegesek és felezik egymast. Hasonloan lathatd, hogy
AUVD 6s BD'WU is rombusz, igy AV, B'W és D'U paronként mer6legesek és felez6pontjuk kozos; jeloljiik ezt
A'-vel.

Az A pontbol az AB'D' haromszog oldalai derékszogben latszanak. Legyen B, C ill. D az a pont, amire
AA'B B, A'BcC D ill. AAD'D paralelogramma Mivel ezek a paralelogrammak teglalapok az ABCDA'B'C'D'
paraleleplpedon teglatest Ennek AB AC, AD' lapétloi rendre OBy, OC, OD;-gyel parhuzamosak, igy a koztiik
levs szogek az adott szogek. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. Azok a versenyzsk, akik szamolasmentes utat kovettek a feladat megoldasaban, az elégségesség bizonyi-
tasanal tobbnyire adottnak tekintettek harom egy pontbol induld, nem egy sikban fekvs félegyenest, amelyek kozti szogek
hegyesszogek és osszegiik 180°. Ekkor nem is hasznéltak azt a feltételt, hogy a szdgek hegyesszogek. Valojaban ez éppen annak a
belatésahoz kell, hogy tetszés szerinti hdrom hegyesszoghoz, amelyek 6sszege 180°, van harom olyan félegyenes, amelyek éppen
ekkora szoget zarnak be. Emogott pedig az rejlik, hogy egy haromél élei kozti szogek koziil barmelyik ketts Osszege nagyobb a
harmadiknal.

2. A megoldas gondolatmenetével tetszés szerinti tetraéderre belathato, hogy a szemkozti élparok felez6pontjait 6sszekots
szakaszoknak — a tetraéder kozépvonalainak — k6zos a felez6pontja. A kozépvonalak a tetraéder bennfoglalo paralelepipedon-
janak egy cstcsbol indulo éleivel parhuzamosak és egyenlSk. Igy akkor és csak akkor merGlegesek paronként, ha a tetraéder
egyenlGoldali.

2. Legyen az n a kettonél nagyobb pozitiv egész szdm. Melyik az a legnagyobb h érték, és melyik az a legkisebb H
érték, amelyekre igaz, hogy
al ag (079

+ + ...+ < H
a1 +az az+as an + ay

(1) h <

barmilyen pozitiv szdmok legyenek is a1, asz, ... an?
I. megoldas. Nézziik két egymas utani tag 0sszegét:
a; Qi+1
a;i+aiy1 Qg1 + Qi




itt az utolso tag utanin az elsét értve. Ennek megfelelGen a,, 11, a,42 jelentsen ai-et, ill. as-t. A két tag Osszege legalabb
1, ha a;12 < a;, és legfeljebb 1, ha a;1o = a;.

Valasszuk i-t agy, hogy a;1+2 az eléfordulé legkisebb érték legyen. Ekkor a kiszemelt két tag Gsszege legalabb 1. A
tobbi tag mind pozitiv, és feltétel szerint van még legalabb egy tag, igy az 6sszeg mindig nagyobb, mint 1. Ha viszont
i-t ugy valasztjuk, hogy a;42 az el6fordulé legnagyobb érték legyen, akkor a kivalasztott két tag Osszege legfeljebb 1;
miutan a tovabbi n — 2 tag mindegyike kisebb 1-nél, igy azt kapjuk, hogy az 6sszeg mindig kisebb, mint

l1+n—2=n-1.

Megmutatjuk, hogy az Osszeg mind a két korlathoz tetszés szerint kozel keriilhet, ha az a; sorozatot alkalmasan
valasztjuk. Az .
a;=¢"Y i=1,2,...,n
pozitiv ¢ hdnyadost mértani sorozathoz tartozé S, Osszeg :

n—1

7n—1+ q
T l4q g 4T

Becsiiljiik ezt feliilrgl. Barmilyen (kis) pozitiv szam is p,

n— -1
Sy < ——+4+1<1+——<1+p, h > —.
q 1+q—|— + +p a ¢
Maésrészt alulrol becsiilve Sq-t
n—1 g(n—1) P
S, =n—-1—-——— -1)—(n—-1 —-1- h —.
q>1—|—q n 174 >n—-1)—(n—-1)¢>n p, ha g<-——

Ezzel belattuk, hogy a feladatban kérdezett értékek : h=1, H =n — 1.

Megjegyzések. 1. A vizsgalt Osszeg felvesz minden értéket 1 és n — 1 k6z6tt. Ez igaz mar a mértani sorozathoz tartozé Sy
Osszegre, hiszen ez pozitiv ¢-kra g-nak folytonos fiiggvénye, amelyik felvesz n — 1-hez tetszés szerint kozeli értékeket is és 1-hez
tetszés szerint kozelieket is, tehat minden kozbenss értéket is.

2. A tovabbi megoldasokban csak azt bizonyitjuk, hogy a kérdéses Osszeg 1 és n — 1 kozé esik. Az, hogy ezek a korlatok nem
javithatok, ugyanigy lathaté be, mint az I. megoldasban.

II. megoldas. Fel fogjuk hasznélni, hogy ha z/y < 1, és z, y pozitiv, tovabba z is pozitiv szam, akkor

y  y+z

T T 1 x 1 T+ z
Zz—(y—f—z) :(:E—i——z) <

y y+z y Jy+tz y+z

Jeloljiik a rovidség kedvéért az aj +as + . . .+ a,, Osszeget S-sel. Egyfeldl csokkentjiik az i-edik tortet, ha a nevez§jéhez
hozzdadjuk az S — a; — a; 1 Osszeget, masfelSl noveljiik, ha ezt az 6sszeget a szamlalohoz is, a nevez6hoz is hozzaadjuk.
Igy a kovetkezs kettds egyenl6tlenséget kapjuk:

x T+
< Y

Valoban

ﬂ a; S — Aj41
S a; + a1 S
Itt @, 41 ismét ai-et jelent. Osszeadva az egyenl6tlenségparokat i = 1, 2, ..., n-re a bal oldalon 1-et, a jobb oldalon

n — l-et kapunk, vagyis a kivant egyenlGtlenséget.

III. megoldas. Jeloljik T,-nel a feladatban szerepl6 Gsszeget és az
Gp, Gn-1, ..., a1 forditott sorrendben vett sorozathoz tartozét T),-vel. Mind a két Osszeg tortjeiben ugyanazok a

nevezdk lépnek fel, és a két Gsszeg azonos nevezGji tortjeinek az 6sszege 1, igy
T, + T,; =n.
Igy ha megmutatjuk, hogy a széban forgd 6sszeg mindig nagyobb, mint 1, akkor ez igaz T,;—re is, tehat
To=n—-T,<n-—1.

Teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy 1 alsé korlat. Az n = 3 esetben kozos nevezére hozva az Osszeget, és szamlalot,
nevezst tagokra bontva a nevezd minden tagja el6fordul a szamlaloban is legaldbb akkora egyiitthatoval. A szamitasokat
elvégezve:
aijaza3 + a%ag + a%ag, + a§a1

T3 =1+
3 (a1 + a2)(az + as)(as + a1)




Tegyiik most fel, hogy az n pozitiv szambol képezett 6sszegek mindig 1-nél nagyobbak, ahol n = 3. Ekkor elég azt

megmutatnunk, hogy az a1, as, ..., apy1 szdmokbodl képezett 1), 1 Osszeg nagyobb az elsé n szambol képezettnél.
De
(07 An+41 (7%
Thi1—Th = + — =
T T Gt Gng1 | Gn1t Al antar
a a a
_ n + n+1 + 1 1> 07

(079 + Ap+1 Ap+1 + ay aj + (07

mert a harom tort Osszege az a,, an+1, a1 szdmokbol képezett Osszeg, és err6l mar belattuk, hogy mindig nagyobb
1-nél. Igy, felhasznalva az indukcios feltevést is,

Thy1 >T, > 1,

és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések. 1. Az utolso6 bizonyitast lényegesen egyszertsithettiik volna egyrészt azzal az észrevétellel, hogy Th+1 nem
véltozik meg, ha a szamokat ciklikusan cseréljiik. Igy valaszthatjuk a sorrendet tgy, hogy ani1 az el6forduld legkisebb érték
legyen. Ekkor a 15,1 — T}, kiilonbségben az els6 tag nem kisebb a kivonandénal, a kiilonbség tehat pozitiv. Masrészt képezhets
a szoban forgo Osszeg két szambol is és az értéke 1, igy minden 2-nél nagyobb n-re mar 1-nél nagyobb. Ezzel elkeriilhet6 minden
szamolas.

A fenti megoldas viszont azt mutatja, hogy az indukciés bizonyitas minden tovabbi fogas nélkiil is célra vezet. igy viszont a
3 tag esetére nem lett volna érdemes elkeriilni a kiszamolast, mert azt a megoldas méasodik részében is fel tudtuk hasznélni.

2. A vizsgalt Osszeg valojaban csak az ai;y1/a; hanyadosoktol fiigg. Jeloljiik ezeket bi-vel i = 1, 2, ..., n — l-re és legyen
bn = an/a1. Ekkor a vizsgalt Osszeg az

L + 1 +...+ !
14+b1 14b2 = 1+4b,
alakot Olti, és itt
biba...bn =1.
Vonjuk 6ssze az utols6 két tagot:
1 1 14+bp—1+0bn 1

T+ bny T 1400~ 14 bntbu+bns+bn ~ 1+ buibs

a II. megoldasban alkalmazott megjegyzés alapjan. Ezt beirva az 6sszegbe a b1, ..., bn—2, bn—1b, szamokbol képezett n—1-tagi
Osszeget kapjuk, és a szamok szorzata tovabbra is 1. Ennek alapjan djabb teljes indukciés bizonyitast nyerhetiink.

3. A és B a kdvetkezd jdtékot jdtssza: az elsd 100 pozitiv egész kizil véletlenszerden kivdlasztanak k darabot és ha
ezek dsszege pdros, akkor A nyer, egyébként pedig B. A k milyen értékeire lesz eqyenld A és B nyerési esélye?

I. megoldas. Az els¢ 100 pozitiv egész szam koziil kivalaszthaté k-asok koziil ugy véalasztunk ki csoportokat,
ameddig tudunk, hogy egy-egy csoportban ugyanannyinak az 6sszege legyen péaros, mint amennyié paratlan. Valasszuk
ki elgszor azokat, amelyekben szerepel vagy az 1 vagy a 100, de nem mind a kett§. Ezeket parokba allithatjuk ugy,
hogy az els6 98 szam koziil kivalasztott egy-egy k — 1-eshez egyszer az 1-et, egyszer a 100-at vessziik k -adiknak. Ekkor
minden par egyik k-asdnak az Gsszege paros, a masiké paratlan.

A maradd k-asok kozil vegyiik azokat, amelyek a 2 és a 99 koziil az egyiket tartalmazzak, a masikat nem. Ezek
koziil is ugyanannyinak az 6sszege paros, mint amennyié paratlan, az el6bbi gondolatmenet szerint. Az eljarast tovabb
ismételjiik a 3, 98,a4, 97, ..., az 50, 51 parral. Ezutan mar csak olyan k-asok maradnak meg, amelyek a kivalasztashoz
hasznalt parok koziil bizonyosaknak mindkét elemébdl tevGdnek Ossze. Ilyenek csak paros k esetén vannak, tehat
paratlan k esetén A-nak és B-nek egyenls esélye van a nyerésre.

Paros k esetén azok a k-asok maradnak meg, amelyek az emlitett 50 par koziil k/2-nek mindkét elemébdl allnak.
Mivel mindegyik par két elemének Gsszege 101, tehat paratlan szam, igy mindegyik fennmaradt k-as elemeinek Osszege
paros, ha k/2 paros és paratlan, k/2 paratlan. Ezek szerint A-nak nagyobb a nyerési esélye, ha k oszthato 4-gyel, ha
viszont k 4-gyel osztva 2 maradékot ad, akkor B esélye nagyobb a nyerésre.

1
Megjegyzések. 1. Az elmondottak alapjan ki is szamithatjuk, ki hany esetben nyer. A kivéalaszthato k-asok szama < 20> és,

ha k péaros, akkor <k5/02> -vel t6bb esetben nyer az egyik jatékos, mint a masik. Igy paratlan k esetén mindegyikiik

1100
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esetben nyer, paros k esetén pedig az egyikiik és masikuk szdmara kedvezd esetek szama

() () () ()



2. Az eljaras alkalmazhato akkor is, ha 100 helyett barmilyen paros N szamot mondunk. A valasz ekkor is ugyanaz, mint
a 100 esetében volt. Ha paratlan N szamot vesziink 100 helyett, akkor mar sohasem egyenl6k a nyerési esélyek. Ilyenkor 1 és
N —1, majd 2 és N —2, 3 és N — 3 és igy tovabb, ismét hasznalhatok egyenls esélyt ado k-asok kivéalasztasara. A fennmarado
k-asok koziil kiilon kell foglalkozni azokkal, amelyekben el6fordul az N. A részletek végiggondolasat az olvasora bizzuk. B-nek
nagyobb a nyerési esélye, ha k 4-gyel osztva 1 vagy 2 maradékot ad, kiilonben A-nak.

II. megoldas. Vizsgaljuk az 1, 2, ..., 2N szamok koziil kivalaszthato k-asokat. Jeloljik D(N, k)-val a paros,
illetve a paratlan Osszegi k-asok szamanak a kiilonbségét. Erre a fiiggvényre allapitunk meg egy rekurziv Osszefiiggést.
Legyen k < 2N — 2. Csoportositsuk a k-asokat aszerint, hogy hany szamot tartalmaznak a (2N — 1, 2N) parbol. Az
els6 csoportba tartozzanak azok a k-asok, amelyek tartalmazzak mind a kett6t, a masodikba azok, amelyek egyiket
sem tartalmazzak, a harmadikba pedig azok, amelyek az egyiket tartalmazzak, a masikat nem.

A harmadik csoportbeli k-asoknak k& — 1 eleme nem nagyobb 2N — 2-nél, és minden ilyen k — 1-es a 2N — 1-gyel
és a 2N-nel is k-assa egészithetd ki. Az elemek Osszege a két k-as kozil az egyikben paros, a masikban paratlan. A
harmadik csoportban tehat ugyanannyi paros Osszegl k-as van, mint paratlan Osszegtd, igy ezek jaruléka D(N, k)
értékéhez 0.

A masodik csoport k-asai csupa 2N — 2-n él nem nagyobb szambdl allnak, ezek tehat D(N —1, k)-t adnak D(N, k)
értékéhez.

Az els6 csoport minden k-asa k — 2 elemet tartalmaz, amelyek nem nagyobbak 2N — 2-nél, tovibba a 2N — 1-et és
a 2N-et. Az els6 k — 2 elem Osszegét tekintve a vizsgalt kiilonbség D(N — 1, k — 2). A k-asokban még 2N — 1+ 2N,
tehat paratlan szam adodik az Osszeghez, igy annak parossaga az ellenkezGjére valtozik. Az elsé csoport k-asai, tehat
—D(N — 1, k — 2)-vel jarulnak hozza D(N, k) értékéhez. Ezzel a kovetkezs Osszefiiggést kaptuk:

(3) D(N, k)=D(N -1, k)= D(N —1, k—2).

Az Osszefiiggés k = 2N — 1-re és k = 2N-re is helyes, ha megallapodunk abban, hogy ha k > 2N, akkor D(N, k)
jelentsen 0-t.

Ennek alapjan teljes indukcioval igazoljuk a kovetkezo allitast: D(N, k) pozitiv, ha k oszthato 4-gyel, negativ, ha
k paratlan szam kétszerese, és 0, ha k paratlan. Belatjuk el6szor, hogy ez k = 1, 2, 3 és 4-re igaz. (2N tetszSleges,
k-nal nem kisebb paros szam.)

k = 1-re N paros szam van az adottak kozt és N péaratlan, igy D(N, 1) = 0.

Parokat valasztva ki, akkor lesz az 0sszeg paros, ha vagy mind a két szam paros, vagy mind a ketts paratlan, és akkor

N
lesz paratlan, ha az egyik szam paros, a masik paratlan. Az el6bbi és az utobbi tipusi parok szama 2 ( 5 ) =N(N-1),

ill. N2, tehat D(N, 2) = —N < 0. Ezek az értékek N = 1-re is helyesek.

Harom szam Osszege paros, ha mindegyik szam péaros, vagy egyikiik paros, a méasik ketts paratlan; viszont paratlan
az 0sszeg, ha mindegyik szdm paratlan, vagy ha egyikiik paratlan, a masik kett6 pedig paros. Mivel a paros és paratlan
szamok szdma egyenls, igy a kétféle harmasok szdma is megegyezik, tehat

D(N, 3) =0.

Ha k£ = 4, akkor paros 0sszeget kapunk, ha mind a 4 paros, vagy mind a 4 paratlan, vagy koziilik 2 paros, 2
paratlan. Paratlan lesz az Osszeg, ha a 4 szam kozott 1 paratlan van, vagy ha 1 paros van. Az egyik-, ill. masikféle
esetek szama

12 4
N(N —1)(2N% — 4N — 3)
6 )

2<N) N <N>2 N(N —1)(N —2)(N — 3) N N*(N —1)*

illetGleg

o\ N N2(N—1)(N—2)_N(N—l)(2N2—4N)'
3 3 B 6 ’
N = 2 esetén az esetek szama 1, ill. 0. Eszerint

D(N, 4) = "(Nf_l)

A vizsgalt k értékek esetén tehat minden széba jové N-re igaz az allitas. Ekkor egyszersmind N =1 és N = 2-re
minden széba jov6 k esetén igaz az allitas.

Tegyiik most fel, hogy M > 2, K > 4 és igaz az allitas, ha k < K, tovabba az M-nél kisebb N-ekre tetszés szerinti
szoba jovs k mellett. A (3) Osszefliggés szerint

> 0.

DM, K)=D(M -1, k)= D(M —1, K —2).



Ha K paratlan, akkor K — 2 is, igy feltevés szerint a jobb oldal mindkét tagja 0, tehat D(M, K) is az. Ha K paros,
akkor K — 2 is, és feltevés szerint D(M — 1, K), ha nem 0 (ti. ha M = K), ellenkezé elGjeld, mint D(M — 1, K —2).
Az indukcios feltételbsl az is kovetkezik, hogy D(M — 1, K — 2) nem 0. Azt kaptuk tehét, hogy D(M, K) sem 0, és
ellenkez§ el6jeld, mint D(M — 1, K — 2). Ez azonban azt jelenti, hogy az 4llitas helyessége 6roklédik M és K-ra. A
kimondott allitas tehat minden széba jov6 N, k értékparra igaz.

Megjegyzések. 1. Felesleges volt D(N, 3) és D(N, 4) kiszamitésa, mert az indukcios bizonyitas mér ezekre is adja az allitas
helyességét. Jonak lattuk azonban mind a 4 lehetséges esetre bemutatni egy-egy példat. Aki nem tartja erdszakoltnak a k =0
eset megengedését, ezt tekintheti a k = 2 helyett tovabbi egyszertsitésként.

2. A teljes indukcionak itt egy ritkdbban el6fordulo esetével talalkoztunk, a két valtozo szerint egyidejileg futo teljes induk-
cioval, hiszen mikor M-re és K-ra bizonyitottuk az 6roklgdést, fel kellett hasznalnunk azt is, hogy M — 1-re és ugyanerre a K-ra
igaz az allitas. Igy tulajdonképpen a k = 2 eset utan k& = 3-ra és minden N-re, majd K = 4-re és igy tovabb adédik az allitas
helyessége. Ehhez viszont kell az, hogy a legkisebb N értékre minden széba jovs k esetén igaz legyen az allitads. Esetiinkben ez
mindGssze az N =1, k =1, 2 eseteket jelentette. Annyiban is specialis volt ez a bizonyitas, hogy M-re a K-nal kisebb k-kra
nem volt sziikséges felhasznalnunk az indukcids feltevést.

II1. megoldas. Az el6z6 megoldasban bevezetett jeloléssel D(50, k)-t kapcsolatba hozhatjuk az
1+ (1), c=1,2, ..., 100

els6foku polinomok szorzataval. Ebben tugy kapjuk a k-adfoka tagokat, hogy k tényez6bdl az z-es tagot vesszik, a
tobbibdl az 1-et, ezeket Osszeszorozzuk és az Osszes ilyen tagot Osszeadjuk. Egy-egy ilyen tagban zF egyiitthatoja —1-
nek a ¢; + co + . . . + ¢x-adik hatvanya, ahol az 6sszeadandok kiilonb6zs, 100-nél nem nagyobb egészek. Az egyiitthatod
tehat 1, ha az Gsszeg paros, —1, ha az Osszeg paratlan. Eszerint z* egyiitthatoja a szorzatban éppen D(100, k).

A szorzat masfeldl felvaltva 1+ x és 1 — x tényezdk szorzata, vagyis
50 50
J

(1—2?) 1—503:2+...—|—(—1)j( )a:zj—l—...—l—xloo.

Eszerint egyenlSk a nyerési esélyek, ha k paratlan, <50) -vel tobb esetben nyer A, mint B, ill. B, mint A, ha k = 2j
és j paros, ill. paratlan. ’
Megjegyzés. Az F(k) = D(100, k) fiiggvényt gy sikeriilt meghataroznunk, hogy hozzarendeltiik az
F(z) =14 f(D)x + f(2)2° + ...+ f(100)z"*°

polinomot, amit sikeriilt més alakba irni és abbol f értékeit meghatarozni. F-et az f generator fiiggvényének nevezziik. A
generatorfiiggvény gondolata és szamos érdekes alkalmazasa Leonhard Euler (1707 — 1783) rendkiviil termékenynek bizonyult
felfedezése, ami a matematika szamos agaban alapvetd szerepet kapott. Feladatunkban alkalmazhaté 100 helyett tetszés szerinti
N szamra, és az [. megoldashoz fiiz6tt 2. megjegyzésben kimondott eredményre vezet. A szamolas elvégzését az olvasora bizzuk.
Suranyi Janos
Helyesbités

Az 1985/86-0s évi pontverseny iskoldk szerinti Gsszesitésébdl (1986/10. szam, 455 — 456. oldal) sajnalatos modon
kimaradt a Landler Jend Gimndzium (Budapest, XIX.) tanuléinak eredménye. Az iskolabol 3 tanulé (dr. Marosvari

Péter tanar tanitvanyai) Osszesen 260 pontot szerzett.
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