Az alabbi cikk a Kvant M 1002-es feladatdnak megoldasaval foglalkozik. A feladat szovege :

a) Egy szdrakozott matematikus elfelejtette lakdsa biztonsdgi zdrdnak hdrom jegyd kodjat. (A zdron a 0,...,9
szamgegyek taldalhatok, s ha ezek kizil sikeridl a hdrom megfelelét a helyes sorrendben megnyommnia, az ajté kinyilik,
fiiggetlenil a megeldzd, sikertelen probalkozdsoktol.) Igy most sorra nyomkodja a gombokat — mdsodpercenként egyet-
egyet. Meg van gydézddve arrol, hogy még abban a legkedvezdtlenebb esetben sem kényszeril 16 perc 42 mdsodpercnél
(ami 1002 mdsodperc) hosszabb vdrakozdsra, ha a helyes kombindcidt prébdlnd utoljira. Igaza van-e? Milyen mddszerrel
nyithatja ki leggyorsabban az ajtot?

Hogyan mddosithato az dllitds, ha

b) csak az 1, 2, 3-as gombok fordulhatnak elé a kédban?

¢) a matematikus emlékszik, hogy a kdd hdrom kilonbozd szamjegybol allt?

(Ennek a feladatnak a nyomén késziilt a Gy. 2398. gyakorlat, amelynek megoldasa a KOMAL 1987. novemberi
szamanak 391. oldalan olvashato. Szerk.)

Megjegyzések a feladat feltételeihez

Mindhéarom részfeladatban két kérdésre kell valaszolnunk:

1. mennyi id§ sziikséges — a legkedvezsGtlenebb esetben — a zar kinyitdsdhoz?

2. milyen médszerrel csokkenthetd a probalkozasok ideje a legrovidebbre?

Ebben a cikkben megadjuk a valaszt az elsé kérdésre; a méasodik, mint majd latni fogjuk, még pontositasra szorul:
mindenesetre mutatunk egy moddszert a szorakozott matematikus kisegitésére, és az is kideriil, milyen értelemben
kellene javitani rajta.

A megoldds étlete

A széba johet6 haromjegyi kodok szama nyilvan ezer. Mindegyikiiket kiprobéalva el6bb vagy utobb rabukkanunk az
elfelejtett kodra, de ez akar 3000 masodpercig is eltarthat, ami majdnem héromszorosa a tervezett 1002 masodpercnek!

Hogyan lehet hat elég az 1002 méasodperc? Es elég-e egyéltalan?

Vegyiik észre, hogy ha példaul sorra megnyomjuk az l-es, 2-es, ..., majd a
9-es gombot, akkor nem harom kombinaciot probaltunk ki (123, 456, 789), hanem
hetet (123, 234, 345, 456, 567, 678, 789). A kapott kodok egy lancot alkotnak:
mindegyikiik utols6 két jegye megegyezik a kovetkezd harmas els6 két jegyével.

Ahhoz, hogy 1002 mésodperc alatt kinyithassuk a zarat, ilyen lancra kellene
fiznilink az ezer haromjegyid kodot: az elsé méasodpercben kezdhetnénk az elsd
kombinéacié kiprobalasat, a masodikban a méasodikét, ... az 1000.-ben az ezredikét.

Innen egyébként lathato, hogy 1002 mésodpercnél kevesebb nem lenne elegendd: abban az esetben, ha minden
kombinaciot végig akarunk probalni, az utolséhoz nem kezdhetiink hozza az ezredik méasodpercnél korabban.

A cél vilagos : sorba kellene rendezniink az 6sszes haromjegyid kodot tgy, hogy mindegyikiik az el6z6 harmas
masodik két jegyével kezdGdjék. De vajon elérhets-e?

Az alabbi esetben példaul — bar a helyzet a feladatbelihez hasonl6 — a fenti cél nem érhetd el:

Tegyiik fel, hogy a kéd jegyei kiilonbozéek, és csak az 1, 2, 3 szdmok koziil keriilhetnek ki. Most tehat az 123, 132,
213, 231, 312, 321 harmasokat kell végigprobalnunk. (Lényegében ez volt a KOMAL Gy. 2398. gyakorlata. Szerk.) Ha
talalunk hozzajuk lancot, akkor 8 mésodperc alatt mindenképpen végziink. Csakhogy most ilyen lanc nincsen! Ezek a
szamharmasok két lancot hataroznak meg (melyek ezek?), igy a probélkozasokhoz 9 masodperc kell.

A kérdés vizsgalatdban és a probalkozasok megszervezésében sziikségiink lesz az irdnyitott grifok fogalmara. Ira-
nyitott grafnak neveziink véges sok pontot — a graf csdcsait —, amelyek koziil néhényat iranyitott szakaszok — a graf
élei — kotnek Gssze. Megengediink olyan éleket is, amelyek egy pontot onmagaval kotnek Gssze.

A Tyg irdnyitott grif

Az alabbiakban elkészitlink egy iranyitott grafot, melynek segitségével eljutunk az a) feladat megoldasahoz. Tekint-
siink 100 pontot és rendeljiink ezekhez kétjegyti sorszamokat : 00, 01, 02, ..., 98, 99. Akkor vezessen él az ab pontbol
a dc ponthoz, ha b = d, pl. (13; 38), (45; 55). Az olyan pontokbol tehat, melyek sorszama két egyforma szamjegy,
onmagukhoz is vezet él.

Jelolje az igy kapott iranyitott grafot Tho.

Irjuk ezutan az ab-bsl be-be mutato élre az abe haromjegyii kodot: ab 2% bc (131:)f 38.) Ekkor minden haromjegyt
kod pontosan egyszer fordul els: a 455 példaul a 45-b6l az 55-be mutatod élre van felirva. Maga Ti9 100 csticsbol és
1000 élbél all; utobbiakra felirtuk az 6sszes haromjegyd kédot. Lathato, hogy minden csticsbol 10 él indul, és minden
csucsba 10 él fut be: ab-bél az ab0, abl, ..., ab9 élek 1épnek ki, az ide futéd élek pedig : Oab, 1ab, ..., 9ab.

Az is latszik, hogy iranyitott élek mentén haladva egy tetszéleges ab cstcsbol barmely cd cstucsba eljuthatunk:

abe bed

ab—bc—cd.

Az ilyen iranyitott grafokat erdsen dsszefiiggonek nevezzik.



Vegyiik észre, hogy ha sikeriil agy bejarnunk 7iy -et, hogy minden élén pontosan egyszer menjiink végig, akkor
egyben elértiik kitlzott célunkat is: egyetlen lancba fiiztiik az 6sszes haromjegyd kodot.
Ilyen dtvonal létezését allitja az

Euler-vonal tétele

Nevezziink egy iranyitott grafot szabdlyosnak, ha barmely A csicsabol ugyanannyi él indul ki, mint amennyi befut
ide: jeloljlik ezt az értéket pa-val.
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1. dbra

T10 -ben példaul minden ab csdcsra p,p, = 10; az 1. dbran lathaté erdsen Osszefiiggs szabalyos iranyitott grafban
minden A csicsra ps = 2.

Tétel: erdsen dsszefiiggd, szabdlyos iranyitott grafban mindig taldlhato olyan kér — azaz zdrt it az irdnyitott élek
mentén —, amely a grdaf minden élén pontosan egyszer halad dt.

Az ilyen koroket nevezziik Fuler-vonalnak,vagy Euler-kornek.

A tétel bizonyitdsa

Szemeljiik ki a graf egy tetszGleges A cstcsat, és induljunk el innen az irdnyitott élek mentén, ,felégetve magunk
mogott a hidakat”, azaz kiradirozva mindazokat az éleket, amelyeken mar athaladtunk. Lévén az élek szdma véges,
el6bb-utobb elakadunk: olyan csticsba ériink, ahonnan mar nem vezet ki él. Mivel minden csicsbél annyi él 1ép ki,
amennyi oda befutott, ez a ,zsdkutca-cstics” nem lehet mas, mint A (2. abra).
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2. abra

Megtett utunk igy egy kor — ¢ —, amely A-boél indul és A-ban végzédik. Mivel kiradiroztuk magunk mogott a bejart
utszakaszokat, biztos, hogy a kor a grafnak egy élét sem tartalmazza kétszer. A megmarado iranyitott graf pedig
nyilvan tovabbra is szabalyos marad.

Ha ¢ a graf 6sszes élét tartalmazza, akkor Euler-kor, igy teljesiil a tétel allitasa.

Ha nem, akkor a ¢ kor dltal érintett cstcsok kozott van olyan A; csucs, amelynek maradt ki nem radirozott kijarata
— jelolje ezt S7 . (Ha nincs ilyen cstics, akkor a vizsgalt irdanyitott graf nem lehet erGsen Gsszefiiggs.)

Induljunk el most A; -b6l, megint kiradirozva a bejart éleket; most is zsakutcaba ériink, ami a fentiek szerint csak
Aj lehet; igy kapunk egy ¢ kort, melynek kezds- és végpontja A; .
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3. dbra

c-t és 1 -et egyetlen C korré egyesithetjiikk (3. abra), ha a ¢ kérén Ay -hez érve el6szor ¢; -en megyiink végig, s
csak ezutan a ¢ kor A; A szakaszan.

Ha C tartalmazza az eredeti graf minden élét, teljesiil a tétel allitasa. (A 3. abran ez a helyzet.) Ellenkezs esetben
a C altal érintett cstcsok kozott kell legyen olyan A, , melynek maradt kijarata — So — s. 1. t.

Hasonléan novelve a kort, el6bb-utobb elfogynak a graf élei, a tétel tehat igaz, a bizonyitast befejeztiik.

A hozzaértsk bizonyara észrevették, hogy a teljes indukcié modszerét felhasznéalva bizonyitasunk precizebb és rovi-
debb lehetett volna. Egy elegans — bar lényegében a bemutatottal megegyez6 — gondolatmenet kiindulasa a kdvetkezé:
vegylik a leghosszabbat azon korok koziil, amelyek egyetlen élen sem mennek at kétszer ...

Az altalunk valasztott bizonyitas azonban moédszert is ad Euler-kor megtalalasara.

Keresstk tgin —t

Vegyiik most sorra az a), b) és a c) feladatokat.

a) Mivel Tyo szabélyos, erGsen Osszefliggs iranyitott graf, létezik benne e Eulerkor, amely a graf 1000 élének
mindegyikén pontosan egyszer halad at. Valasszunk egy tetszGleges haromjegyd szamot, és jarjuk be a graf éleit a
kivalasztott szamu élen indulva e mentén. Az érintett élek sorszamai a haromjegyi kodok keresett sorozatat adjak,
amely tehét tartalmazza az Gsszes haromjegyi szamot, s minden eleme — az elsét kivéve — az 6t a sorban megel6z6
kéd masodik két jegyével kezdddik.

b) T1o -hez hasonléan kaphat6 a T3 irdnyitott graf: ennek 9 cstcsa az 1, 2, 3 szamjegyekbol készithets kétjegyd
szamok, 27 élét pedig az 1, 2, 3 jegyekbdl all6 Gsszes haromjegyd szadmokkal jeldlhetjiik meg.

T3 -ban is létezik Euler-kor (ilyen lathato a 4. abran), igy a b) feladatban t,,;, = 29 sec.
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4. dbra

Altalaban, n gomb és haromjegyt kod esetén a megfelels T), iranyitott grafnak n? csicsa és n® éle lesz, s igy
tmin = (n® +2) sec.

¢) Ha azt is tudjuk, hogy az elfelejtett haromjegyi kod szamjegyei kiilonbozsk, akkor n gomb (n = 3) esetén
n(n — 1)(n — 2) ilyen szamharmas van ; az n = 3 esetben — melyet a megoldas Gtletének bemutatasakor ismertettiink
— ez 6 kiilonbozd kodot jelent, mig a feladat szerinti n=10 esetben 720-at.

Vegytink fel n(n — 1) pontot; jeloljiikk Sket olyan kétjegyd szamokkal, melyek jegyei kiilonbozek; n=3-ra igy 6
pontot kapunk: 12, 13, 21, 23, 31, 32; n=10-re 90 pontot: 01, 02, ..., 09; 10, 12,..., 19; ...; 90, 91, ..., 98. Vezessen él
ab-bdl dc felé, ha b = d és a # ¢ ; irjuk az él f6lé most is az abe kddot.Vegyiik észre, hogy a konstrukcié miatt a, b és
¢ paronként kiilonbozsek.

Az igy kapott szabalyos iranyitott graf (jelolje D,,) minden ab cstcsara nyilvan p,, =n — 2 (5. abra).
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5. dbra
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6. dbra

n > 3 esetén a D, irdnyitott graf erGsen Osszefiiggd (bizonyitsuk!), az n = 3 esetben azonban nem (6. abra).
Az FEuler-vonal tételébsl adodik, hogy:

a c) feladatban tm;y, = 722 masodperc (altaldban n > 3 esetén tyin = n(n —1)(n — 2) + 2 masodperc); n = 3 esetén
D3 nem-osszefiiggd volta miatt a kodok végignézéséhez sziikséges idé 1 masodperccel né: nem 8, hanem 9 méasodperc.

Megtalaltuk tehat tn, értékét mind az a), mind pedig a b) és c) feladatokban. Probaljuk meg ugyanezzel a
modszerrel megkeresni ¢,,,;, értékét, ha

1. a zar 10-gombos, és tudjuk, hogy a kéd harom jegye koziil legalabb az egyik 9-es;

2. a zar 10-gombos, és tudjuk, hogy a haromjegyd kéd jegyei koziil pontosan ketts egyforma;

3.2< k< n,azar n gombos, a kod pedig k jegyt;

4. a zar 6-gombos, rajtuk a 0, 1, ..., 5 jegyekkel; a kod mindharom jegye kiilonb6zs, egyikiik éppen 5.

Hogy néz ki mindez a gyakorlatban?

A fentiekbdl kovetkezik, hogy eljarhatunk a kovetkezSképpen :

1. Folvessziik a megfelels iranyitott grafot (pl. az a), b), ill. c¢) feladatokhoz ezek rendre Ty¢, T3 és Dig ).

2. Keresiink benne Euler-vonalat (jelolje ezt e).

3. Rogzitjlik a graf egy tetszbleges S; élét és innen indulva sorra vessziik az Ss, Ss,....S, éleket az e kor mentén
haladva, ahol

1000 az a) feladatban
N = 27 a b) feladatban
720 a c¢) feladatban

4. Foljegyezziik az S1, So, ..., Sy élek haromjegyi sorszamait.

Mivel S; csak ,,megtoldja” egy jeggyel S;_1 -et, elég, ha csak ezt az egy gombot nyomjuk meg. A 4. pont tehat
atfogalmazhaté a kovetkezképpen:

4 . Irjuk S; haromjegyt szama utan Sy, majd ezutan Ss s. i. t. harmadik szamjegyét — egészen Sy -ig. Ily médon
egy sorozathoz jutunk, mely N + 2 jegybdl all. Ha megvan a sorozat, akkor a jegyei szerint nyomkodva a zar gombjait
— minden masodpercben egyet-egyet — (N + 2) méasodperc, azaz ty, id6 alatt végezhetiink a kérdéses kodok atvizs-
galasaval; azaz az elfelejtett, a zarat kinyité szamkombinédcié megtalalasa nem tart tovabb (N + 2) mésodpercnél. Az
igazi feladat tehat a megfelel§ sorozat gyors elkészitése. Ha ez nagyon sokiig tart, akkor elképzelhetd, hogy hésiink
még mindig gyorsabban célhoz ér az 6sszes kombinécié végigprobalasaval.
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7. dabra



Ha példaul a T3 irdnyitott graf e korén a 113-as élt6l — tehat a 11-es cstcsbdl — indulva megyiink végig, akkor az
alabbi 29 jegyt sorozatot nyerjiik (4.4bra).

113 332 331 322 321 312 311 2 221 2111

Mivel e kor, a sorozat elsg és utolsé szamjegyparja megegyezik. (Az ilyen szamu cstacsboél indul ki Sp és ide fut be
Sn .) Ezért ahelyett, hogy sorba irnank a sorozat N + 2 jegyét, egy kor kertiletére irhatjuk fel az N darab jegyet (pl.
a 7. abran, ahol N = 27 ).

A 7. dbran lathato kerék peremén felirva (jelolje ezt a kereket B) kilenc egyest, kilenc kettest és kilenc harmast
lathatunk sajatos rendben. Ez az elrendezés teljes egészében tartalmazza a b) feladat megoldasat. Ehhez hasonld
,biivos” kereket kellene szerkeszteniink, mégpedig gyorsan, az a) és a c) feladatok igazan gyors megoldasahoz is.

Pdrbeszéd a bivos kerekekrol

— Lassuk hat, mit is tud ez a btivés kerék?

— Barmelyik szamjegyt6l indulsz is el, ha negativ irdnyban haladva minden masodpercben 1 szamjegyet olvasol
le, akkor 29 méasodperc alatt az 6sszes olyan haromjegyd szdmot megkapod, amelyeket az 1, 2, 3 szdmjegyekkel lehet
felirni.

— Igen, ez kell a megoldashoz, és ezt tudnia kell a masik két feladathoz készitends A és C keréknek is, de nem itt
van a titok.

— Ellenkez§ irdnyban indulva is mikddik a kerék!

— Valoban, de ez az el6z6ekbdl mar kovetkezik. S ugyanigy teljesiilnek 7T,, minden Euler-korére.

— Ez azt jelenti, hogy a 4. dbra Euler-kore volna a rejtély kulcsa?

— Igen! Ez ugyanis nem az altalanos recept szerint késziilt, amely minden szabélyos, erGsen Osszefiiggs irdnyitott
grafra mkodik, hanem egy specialis, a T}, szimmetridjat kihasznélé algoritmus felhasznalasaval.

— Es vajon mit tud ez az algoritmus?

—n = 3 -ra még nem olyan nagy a kiilonbség. De T1p-nek mar 1000 éle van, Euler-kor keresése pedig az altalanos
modszerrel igen hosszi és munkaigényes feladat — még elektronikus szamitogéppel is.

— Es ez a specidlis algoritmus gyorsabban talalja meg e-t?

— Err6l van sz6 ! Az A kerékre példaul lényegében ezer masodperc alatt tudom felirni az ezer szamjegyet! Még
elektronikus szamitogép sem kell hozza, elég, ha emlékszem, melyik 3—4 szamjegyet irtam fel utoljara. Majdnem olyan
egyszerd a dolog, mintha csak a természetes szamokat irnam fel egymas utan.

— Ilyen gyorsan? Hat a C kerék 720 jegyd sorozata? Azt is ilyen egyszertien és gyorsan fel tudod irni?

— Igen! Bar ezeket az egyszerd sorozatokat egyaltalan nem volt egyszeri kigondolni ...

... Itt félbeszakitjuk a parbeszédet, nehogy olvaséinkat megfosszuk attol az 6romtsl, hogy maguk taldlhassék ki,
milyen sorrendben keriiljenek az egyes szamjegyek az A és a C kerék peremére — vagy az altalanos esetben, k-jegyt
kodok és n nyomogomb esetén. A széveg és az abrak sok mindent elarulnak e sorozatok felépitésének és gyors felirasanak
titkairol; meglehet, olvasodinknak nem lesz ezekre sziikségiik és inkabb a sajat utjukat jarjak. Sok sikert!

M. L. Gerver, Kvant 87/2, 32-35. oldal
Forditotta : Kende Gdbor



