Varsoban, a XXVII. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian szerepelt a kovetkezd feladat:

»Eqy szabdlyos Gtszdg csucsaithoz egy-eqy egész szamot rendeliink gy, hogy dsszeqiik pozitiv legyen.

Megengedett a kovetkezd mivelet: ha harom szomszédos csics z, y, z, a hozzdjuk rendelt szamok x, y, z, ésy < 0,
akkor az x, y, z, szimok helyére ugyanilyen sorrendben az x +vy, —y, z +y szamokat irjuk. Ezt a miveletet ismételjik
addig, amig csak taldlhato negativ y. Déntsik el, vajon minden esetben véget ér-e az eljdrds véges sok lépés utdin!”

A feladatot megfogalmazhatjuk altalanosabban is ugy, hogy a szabalyos 6tszog helyett szabalyos n-szoget tekintiink
(n = 3).

A tovabbiakban bizonyitast adunk arra, hogy az eljaras — barmely n esetén — véges sok 1épés utan véget ér.

Gondolatmenetiink a kovetkezs lesz: minden szam n-eshez egy-egy nem negativ egész szamot rendeliink gy, hogy
ez a szadm minden egyes ,,mivelet” soran csokkenjen. Ha tehét a kezdeti szam n-eshez rendelt érték Sy, az els6 ,,miivelet”
soran keletkezG szam n-eshez rendelt szam Sp, és altalaban (ha a miveletet k-szor végre tudjuk hajtani), a k-adik
,miivelet” soran keletkezs szam n-eshez rendelt szam Sy, akkor Sy > S1 > So > ... > S, = 0 legyen. Sy, Sa, ..., Sk
igy csupa kiilonbozs, Sg-nal kisebb nem negativ egész, ennélfogva k < Sy, ami azt jelenti, hogy az eljaras véges sok —
legfeljebb Sy darab 1épés utan véget ér.

Vezessiik be a kovetkezs fliggvényeket:

pi(z1, T2, ..., Tp) =2 F 22+ ... a2

pa(x1, T2, ..., Tpn) = (21 —|—x2) (3:2—|—a:3)2—|— +(3:n+:1:1)2

p3(z1, T2, ..., xp) = (21 + 22 +23)2 + (o + 23 +24)2 + ..+ (Tp + 21+ 22)?
Pn_o(®1, T2, ooy Tp) = (1 F 20+ ... Fxp 0)?+ (2 tas+ ... Fxn 1)+

+ oo Faa+  Fxa3)

Legyen (a1, az, ..., a,) egy szdm n-es, amelyben a1 + as + ...+ a, > 0 (egy ,,miivelet” soran a szamok Osszege
nem valtozik) és legyen példaul a; < 0.
Legyen tovabba b; = —aj, bs = as + a1, bs = a3, by = ay, ..., by_1 = an—1, by, = a, + a1 az a szam n-es, amely

ugy keletkezik, hogy a ,miveletet” az (a,, a1, az) szamokra végrehajtjuk.
Megmutatjuk, hogy

p1(b1, ba, ..., by) —pi(ar, ag, ..., an) =2a1(a1 + a2 + ay),
és minden 2 < ¢ < (n — 2)-re
pi(b1, ba, ..., by) —pila1, az, ..., an) = 2a1(ai11 + Gn-it1)-
Mivel minden 3 < j < (—1)-re b; = a;, ezért p; megvaltozasa valoban

pl(bla bg, ey bn)—pl(al, as, ..., an):bf—a%—l—b%—a%—i—bi—ai:
2
= ((—a1)* = a}) + ((a2 + a1)* — a3) + ((an + a1)” — ap) = 2a1(a1 + az + an).

Legyen most 2 < ¢ £ n — 2 (természetesen csak ha n = 4). Ekkor

n
pi(bla bg, ceey bn) —pi(al, ag, ..., an) = Z[(bj + bj+1 + ...+ bj+i71)2_
j=1
—(aj + a1+ ajpi)?.
Mivel by + b3+ b, = a1 +as+an, b3 =as, by =ay, ..., by_1 = a,_1, elég azokat a j-ket vizsgalni, amelyekre a;,
a2, an kozil egy vagy kettd szerepel az aj, ajy1, ..., aj+i—1 szdmok kozott; a tobbire nyilvan

bj —|—bj+1 +... +bj+i71 = aj —|—(1,j+1 +... —|—aj+1-,1,

és igy
(bj —|— bj+1 —|— e —|— bj+i71)2 — (aj —|— ajJrl —|— e —|— aj+i,1)2 = 0

Ko6nnyt ellendrizni, hogy csak négy ilyen j van:

j=1 43=2, j=n—1+1, j=n—1+42,



és igy
pi(bla ba, ..., bn)—pl(al, as, ..., an) = (b1+b2+...+bi)2—(a1 +a2+...—|—ai)2+
—|—(b2 + b3 + ...+ bi+1)2 - (CLQ + as + ...+ ai+1)2 + (bn7i+1 + bn7i+2 + ...+ bn)z—
~(@p—it1 + @nizo+ .+ an)? + (bnoig2 + bpoigs + ...+ by +b1)%—

—(@n—it2 + an-it3+...+an+ a1)2.

Mivel

bi+ba+...+b=(a1+as+...+a;) —ai,

bo+bs+...+bi41 = (a2+a3+...+ai+1)+a17

bp—it1 +bn_iva + ...+ bp = (An—it1 +an_it2+...+an) + a1
és

bp_iv2 +bniys+...+b1 = (Gn_iy2+an_it3+...+a1) —a,
ezért

(b1 +bo+...4+b)* = (a1 +as+...+a)? =a? —2a1(a1 +az +...+a;) =
= —a%—?al(a2+a3+...+ai),
(by + b3+ ...+ big1)* —(ag+as+... +ai 1)’ =a3 +2a1(ag +az+ ... +a;1) =

=ai+2ai(az +az + ...+ a;) + 2a;ai41,

(b—iz1 +bpiyo+ .o+ b))% = (anip1 Faniio+...+ay)? =
a% +2a1(ap—it1 + ap_jyo+ ... +ay) =

=a? +2a1(an_is2 + Qn_iy3+ ...+ an) +2a1a, 11,
(bn—it2 +bp—its+ ... +01)? = (an—ito + @nit3 +... +a1)> =

=a? —2a1(an_is2+ an_iy3+ ... +ar1) = —al —2a1(an_iy2 + itz + ...+ an),
és igy valéban
pi(bi, b2, ..., by) —pilar, az, ..., an) = 2a10i41 + 2010n—i41 = 2a1(Ait1 + An_it1).

Ezzel a p; polinomokra vonatkozo allitasunkat bebizonyitottuk.

n—2
Legyen ezutan f(z1, @2, ..., xn) = 2p1(z1, 2, ...\ Tn) + Zpi@?l, T2, ..., Tn)
=2
n—2 ’
(ha n = 3, akkor Zpi(m, T2, ..., T,) =0).
i=2
Mivel p;(z1, x2, ..., x,) = 0, hisz négyzetek Gsszege, ezért nyilvan
flx1, o, ..., x,) 2 0.

Az eddigiek alapjan

f(bl, ba, ..., bn)—f(al, az, ..., an)=2[p1(b1, ba, ..., bn)—pl(al, as, ..., an)]—i—

n—

+Z[pz‘(b1, b2, ...y bn) —pilar, az, ..., an)] =4dai(ar +az +ay)+
2

(™)

n—2
+ 201 (ai+1 + an_i+1) =2m (2(11 + 2as + 2a, + (a3 +as+ ...+ an_l)—i—

1=

[ V)

+(an—1+an—2o+...+a3)) =4ai(ar + a2+ ...+ an).

Mivel a1 < 0 és ay +as +...+a, >0, f(b1, ba, ..., by) — fla1r, a2, ..., an) < 0, azaz f(a1, az, ..., a,) >
(b1, ba, ..., bp).

Az f polinom tehét a szam n-esekhez gy rendel természetes szamokat, hogy ezek a szdmok minden ,mdvelet”
soran csokkennek (ezt az x = a,, y = a1, z = as esetben lattuk be; az indexelés ciklikus cseréjével azonban a t6bbi
esetben is hasonl6an mutathaté meg).

Sikeriilt tehat a szam n-esekhez megfelel§ nem negativ egészeket rendelniink és ezzel igazoltuk allitasunkat.



