A Kklasszikus analizis egyik igen hasznos képletét és ennek néhany jellegzetes alkalmazaséat kivanja megismertetni
ez a cikk az olvasoval. Kozismertek (tobbnyire a teljes indukcié alkalmazéasaként) az

14+2+...+n= w
12+22. . +n?= n(n+1)6(2n+1)
B2 4. +nP=014+2+...+n)?= M
Osszefiiggések. Vajon a negyed-, 6tod-, és altaldban a magasabb fokd hatvanyosszegekre nem irhatok fel megfelels

1 1 1 1
eredmények? Mi torténik, ha a kitevé —1, azaz mekkora szam mondjuk 1+ §—|—. .+ 1—? Altalanosabban, 1+ §—|—. =
n

értéke hogyan becsiilhet6? Hany jegyti szam a 10-es szamrendszerben a 100! = 1-2-...-1007 Milyen gyorsan névekszik
az n! sorozat? Az utobbi kérdések és a rajuk adhaté vilasz az egyetemi matematikatanitas témaja, &m ott sem mindig
deriil ki, hogy a bizonyitasok hattere mindig ugyanaz a modszer, Euler nevezetes Osszegképlete. Az Gsszegképlet és
szamos alkalmazéasanak megértéséhez az analizis elemeire van csupan sziikség, ezért kezddk szamara is meggy6zd a
modszer hatékonysaga.

2. Az Euler—képlet legegyszeribb esete

A képlethez vezet6 alapgondolat a kovetkezo: tegylik fel, hogy valamely f fliggvénynek a 0 < 4 < n egész szamokon
felvett értékeinek az Osszegét akarjuk kiszdmitani, azaz az S = f(0) + f(1) + ... + f(n) mennyiségre vagyunk kivan-
csiak. Az f fliggvényrdl kikotjiik, hogy elég ,,jo tulajdonsagn”, példaul a [0; +00) intervallumban differencialhato és a
derivéltja is folytonos. Az S Osszeg helyett az I = / f(z)dzx integralt tekintjiik. Ennek persze fogalmilag sokkal bonyo-

lultabb a definici6ja, mégis a gyakorlat szamara jobban hozzaférhets. Erdemi eredményre persze csak tgy juthatunk,

ha lehet@ségiink van az S — I ,)hiba” becslésére.
Jj+1 j+1

/ f(z)dx = / 1- f(x)dz integralra alkalmazzuk a parcialis integralas modszerét. Az azonosan 1 fiiggvény

r+c pr1m1t1v fuggvenyeben a ¢ allando értékét valasszuk meg gy, hogy f(j + 1) és f(j) szorzoja megegyezzék:

3 T ! j+1
S (R (T

hiszen a (j,j + 1) szakaszon [z] = j.
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1. dbra

Adjuk 6ssze a j =0, 1, ..., (n — 1) esetben kapott fenti egyenlGségeket, igy
/ fla
J

1
adodik, ahol p(z) = [z] —z + 7 Az integral geometriai jelentése, mint tudjuk, a fiiggvénygorbe és az = tengely kozotti

-1 n

ST (FG D+ F0) + / p(a@) () de

0 0

(el6jeles) teriilet. A jobb oldalon allo Gsszeg tagjai az 1. abréan jelzett trapézok teriiletét adjak, maga a fenti formula
pedig a numerikus integralasban is jol ismert an. trapéz-mddszer képlete. A trapézosszegben az f(0) és f(n) értékek
kivételével mindegyik f(j) fliggvényértek kétszer fordul els, igy eredmeényiinket

/ fa)do = 51(0) + F0)]+ 3 1) + [ pla)s () da,



illetve a

n n
n

1) ST A :/f )da -+ 5[F(0) + fn)] - /<x>f'<x>dx
0

Jj=1 0

alakba irhatjuk. Ez a nevezetes Euler—féle Osszegképlet. A 0 és n egész szamoknak nincs kitiintetett szerepe, gondo-
latmenetiink tetszdleges a < b egész szamokra a

b b b
@ S 6) = [ f@)de + 51f@) + £0) - [ po)f @) de

képletet adja.

n

Eredményiink alkalmazhat6saga azon milik, hogy ki tudjuk-e szamitani az / f(z) dx integralt és f6leg, hogy

0
n

tudjuk-e becsiilni az / p(z)f' (x) dx maradéktagot.
0

3. A harmonikus sor és az Euler—dllando

1
Foglalkozzunk a bevezet&ben felvetett egyik kérdéssel, az in. harmonikus sor s, = 1+ 54—. ..+ — részletdsszegeinek
n

1
vizsgalataval. Alkalmazzuk Euler képletét az f(x) = — fliggvényre:
x

i 111
Sn:/ dr + = < ) / —da:—logn+2—|—2—+/ ()de
1 1

1

n

1
Az / p(x) —dz maradéktagban tjra a parcialis integralas modszerét akarjuk felhasznalni. Vegyiik ehhez szemiigyre
x

1

1
a p(z) = [x] — z + = fliggvényt. Ez a fliggvény 1 szerint periodikus, az egész szamokban szakad és kozottiik egyenes

szakasz abrazolja, mint az a 2. &bran lathato.
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2. dabra

Ennek integralfiiggvényét, a

fiiggvényt a 3. abra szemlélteti.
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3. dbra
j+1
Mivel / p(z) dx = 0, ezért q(x) is 1 szerint periodikus és parabolaivekbdl all (els6foka fliggvény integralja masod-
J
. . 1 1 .
foku!). A definicié alapjan azonnal lathato, hogy g = 0 és ¢(z) < max ¢(z) = ¢ 3] =3 tovabba ¢(k) = 0 minden k
egész szam esetén.
A parcialis integralas képlete szerint

/p(fzr)gg—l2 do = [q(x)x—tr+2/q(x)$dx = 2/nq(x)x—13 dz.

1 1



Ennek alapjan

1 1 1
n =1 —+ —+2 — du,
s og n—|—2+2n—|— /q(:z:)x3 x

és itt mar kdnnyd belatni, hogy a
n o0

. 1
nh_)n;()?/q(:z:); dz = Z/q(:zz)—
1 1

n

1
hatarértek létezik. Valoban, a 2 / q(z)— dx sorozat (n, a felsd hatdr a véltoz6) monoton ndvekeds, mert g(z)— >0
x

23
1
és korlatos is, mert

) 11 1 171
Igy persze a vy = lim | -4+ —+2 / g(z) —dz | = =+2 / q(x)— dx hatarérték is létezik; ez a szdm a nevezetes
n—oo \ 2 2n 3 2 3
1 1
Euler-féle allandé. Igen sok helyen bukkan el§ az analizisben, de ma sem ismeretes, hogy példaul v racionalis szam-e.
Visszatérve s, elGallitasara,

11 [ 1 I
S, =log n+ §—|—% +2/q(az)ﬁdx:10g n+~y+% —2/q(az)ﬁdaz,
1 n
tehat -
I — 1 1< / 1 1 1
og n— ——dr=—+—
s 38 2 T 8z
vagyis s, értéke igen jo kozelitéssel logn + .
4. Az n! és a Stirling-formula
Az n! tanulméanyozéaséhoz térjiink at a log(n!) értékre. Persze log(n!) Zlog k, igy most az f(z) = log «
k=1
fiiggvényre alkalmazzuk az Euler—formulat:
4 [ 1 [
Zlogkz 10gwdw+§10gn— p(x)= dx.
T
k=1 1 1

Itt log x integralja kénnyen meghatarozhato, mert
(z log z —x) =log z,

tehat a Newton—Leibniz-formula szerint

n

- 1

ZIOgkznlogn—n+1+§logn—/p_($) dr.
x

k=1

—_

Mint mar az el6z6 pontban is lattuk, parcialis integraléssal



és a jobb oldalon megint monoton ndvekedd korlatos sorozat all, tehat 1étezik a lim / — daz = / —= dx véges

n—oo

1
oo

1
hatarérték. Bevezetve a K =1 + /q(:lc)—2 dz jelolést, végil is a
x

k=1
képletre jutunk. Ebbél
nl = n—n\/ﬁek . e_fqi;)dm.
en
Mivel itt - -
/q_ %/1312d :8—n—>0 ha n — oo,

ezért .

e_iq(w)'””%dw — 1,
azaz

lim n!— = 1.

n—oo  nly/nek
n’ﬂ
Ezt a tényt gy fejezziik ki, hogy n! aszimptotikusan egyenld az —n\/ﬁeK mennyiséggel.
e
A rejtélyes e allando értéke kiszamithato, az eredmény a még rejtélyesebb:
e =Vor
Osszefiiggés, de ennek részleteire most nem tériink ki.

n'n,
Végiil is a Stirling—formula néven ismert n! &~ —+/2mn aszimptotikus egyenlGséget, vagy az
e

° 1
n" ~ [ a(e) L da

n!l = —+v2mne n
e’n

pontos egyenlGséget kapjuk, ennek segitségével pedig n! igen jol és gyorsan szamolhaté. Vegyiik példaul a 100! szamot.
Zsebkalkulatorral is kiszadmolhat6, hogy
10 ~ 27182830 ~ 2.2 - 10%.

Ezért
0~ (2,2)1°. 101 ~ 2,6 - 10*3.
Ebbgl 100 200
1007 1077 10 1019943 3¢ . (156
el00 T 100 T 96 e :
Végiil

V27100 - 3,8 - 101°% ~ 9,6 - 10157,

A 100! tehat 157 jegyd szam a 10-es szadmrendszerben.

5. Hatvdnydsszegek vizsgdlata
Foglalkozzunk végiil azzal a kérdéssel, hogyan Gsszegezhetjiik pozitiv egész szdmok hatvanyait. Ha a Z k Osszeg
k=1
meghatarozasakor alkalmazzuk Euler képletét az f(z) = x fliggvényre, akkor nyilvan

n

- S 1 [ n?> n nm+1)
0 0

k=1 k=0



Az eredmény kozismert, mint ahogyan a négyzetek Gsszegére vonatkozo formula is az, de lassuk megint, hogyan
miikédik a moédszer:

n n n

1 31
Zk2=Zk2z/:b2dx+§n2—/p(x)2;vdx=%+§n2+/q(a@)-2dw:

[ 1
Definici6 szerint g(z) = / ([t] —t+ 5) dt ésigy 0 Sz <1 esetén
0

tehat

Ezt visszahelyettesitve

Zkz n_+_2+n 2 +3n +n _ n(n+1)(2n+1)
B 6 6 B 6 '

Az Euler-képlet elénye itt az elemi megfontolasokkal szemben elsGsorban az, hogy moédszeresen vezet el a kivant
n
Osszegek kiszamitasdhoz, igy elvarhaté, hogy pl. az 5-ik hatvanyok Osszegét, a Z k® szamot is meghatarozhatjuk vele:
k=1

n n
n

- 1
kS = k5:/x5daz—|——n5—/ z) - bat dx.
; > 5 p(z)

k=0 0 0
n

n n
Hogyan szamitsuk most ki az / p(z)5z* dz maradéktagot? A Z k Osszegnél a maradéktag zérus volt, a Z k2
) k=1 k=1
Osszegnél pedig — a mar kordbban is bevalt — parcilis integralast alkalmaztuk. Ezt tessziik a tovabbiakban is, ismételt
parcialis integralassal megszabaditjuk az integralt az = tényez6t6l. Ehhez célszert lesz a p fiiggvény szamara egy eltolt
x

integralfiiggvényt valasztani. A ¢(z) = / p(t) dt figgvény ugyanis nem 6rokli a p azon tulajdonsagat, hogy a tengely
0

1 1
1
feletti és a tengely alatti részei kiegyenlitik egymast és igy / p(x) dz = 0. Fentebb mar lattuk, hogy / q(z)dx = X
0 0

1
Modositsuk g¢-t, vezessiik be a po(z) = ¢(z) — - fiiggvényt. Ekkor még mindig igaz (a (0, 1) intervallumon) a
1

p,z(:zz) = p(x) Osszefiiggés és persze /pz(:zz) dx = 0.
0
Folytassuk ezt az eljarast, definidljuk rekurzidval a

pi(x), p2(2), -..s pu(),... (0=z=1)
fiiggvénysorozatot a kovetkezé modon.

1
Legyen p1 = p, po = q— T és altalaban, ha p, mar definialt (n = 0), akkor legyen p,,+1 olyan fiiggvény, amelyre

Popr(@) =pn(z) (0=2=1)

1
/pn+1 )dx = 0.
0

és



E két feltétel egyértelmtien meghatérozza a p,41 fliggvényt. Jegyezziik meg, hogy a ¢,+1(x) = / pn(t) dt integral-

0
fiiggvénnyel kifejezve
1

Pn+1 ($) = Qn—i-l(x) - /qn+1(:1c) dx.
0

Teljes indukcioval azonnal vilagos, hogy p, n-edfokt polinom [0, 1]-en és mivel

1
0= / Prr(@)dz = pu(1) — pa(0), (12 2)
0

ezért pn(1) = p,(0) (n = 2). Igy aztan mindegyik p, (n = 2) folytonosan és periodikusan kiterjeszthets az egész
szamegyenesre.

Az imént definialt p,, fliggvények az un. Bernoulli—polinomok (bar csupén a [0, 1] szakaszon polinomok). Szamitsuk
ki a sorozat néhany tagjat. Lattuk, 0 < x < 1 esetén

1 1 1 1
pl(x):—x+§, pg(.’l]):—§$2+§$—ﬁ.
Ekkor . 1 .
__ 13 1, 1
p3(z) = =g’ + Jo7 — pa e
és
! 4 3 2 1
X X X
0: d = _— _— — =
/p?’(I)‘T [24+12 21 T T
0
tehat 1 ) 1
R oe: -2 -
pa(x) = —Ga"+ 77— 5
Ezutén 1 1
.~ .4 3 2
(@) = —5p@ g T g Fe
és
i 1 1 ! 1 11
0 — do — | —— P 4 g4 3 T
/p‘*(x) v { 0" TRY TR Y T T s e
0
tehat
6-15410 1
‘T 7720 T 0
és igy
1 1 1 1
pa(r) = ——a* + —a2% — —a2? + —.

24 12 24 720
Meég egy lépéssel tovabbhaladva
1 5 1 1

1
120° Tt Tt Tt te

1
1 1 1 1 !
0: d e R 6 _— 5—— 4 2 -
/p5($) v { 720" T210" T ws” T 1mo” T,
0

_ 246541
- 1440 “

tehat 1 1 . .
__+ 5.+t a4 L 3, L
P) = ~7550 3% Tt T ™
Eszrevehetjiik, hogy ps és ps konstans tagja zérus, és teljes indukcioval igazolhat6, hogy ez minden pératlan

indext Bernoulli-polinomra igaz (az n = 1 eset kivételével), azaz pan4+1(0) = pant1(1) = 0 (n = 1,2, ...). Ebbsl

a periodikus kiterjesztés miatt a po,y1(k) = 0 barmely k egész szamra. Térjink most mar vissza az /p(x)5:1c4 dx

0
integral kiszdmitasara.



1
hiszen p2(0) = p2(1) = ... = pa(n) = BT periodikus kiterjesztés miatt. Folytassuk a parciélis integralést:

n n

—20/p2($)x3d$ =-20 [p3(x):1c3}g — (—20) - 3/p3(x)x2d;v =
0 0

= 60/p3($)$2d$,
0

hiszen p3(0) = p3(1) = ... = p3(n) = 0. Ismét parcilis integralassal

n n

60/p3(33)x2d33 =60 [p4(x)332]g —60 - 2/p4(:1:)3:d33 =

0 0
21n n 2 60
= 60[p4(z)z"]g —60-2- [p5(a:)3:}0 +60-2- [ ps(x)dz = 60ps(n)n® = 7ag™
0

hiszen
1

730 és ps(n) =ps(0) =

pa(n) = pa(0) =

Végiil azt kapjuk, hogy

n

) 1
45 _ 9 4 2
5/p(x):1c dx = Th —|—12n,
0

tehat

n

r 1 6 1 5 1
Zk5z/x5dx+—n5—/p(x)5x4d:t=n—+—n5+—n4—— 2 =
0

2 6 2" T12" 1"
k=0 s
208+ 6n° +5n* —n?  n?(n+1)2(2n% 4+ +2n — 1)
B 12 B 12
lesz a keresett Gsszegz6 formula.
A fenti példan mar jol latszik az altalanos modszer: A Z k7 bsszeg kiszamitasahoz fel kell frni a py(z), ..., pj(z)
k=1

n
Bernoulli polinomokat és az / p(x) ja? = dx integral ismételt parcialis integralassal a pi(n) szamok ismeretében konnyen

0

meghatarozhato.
n

Természetesen az ismételt parcilis integralassal adodo képlet az / p(x) f'(z) dx altalanos esetre is felirhato (ha f

0
n

kell6en sokszor differencialhato), és igy az Euler-képlet finomitott alakjahoz jutunk, melyben a maradéktag / pr(x)f (k) (x)dx

0
alaku integral lesz. Ezeket a képleteket mar nem irjuk le (az olvas6é maga kénnyen megteheti), most csupan megemlit-
jik, hogy mind az Euler-képlet (1) alatti alapesetének, mind pedig a finomitott valtozatnak igen sok tovabbi érdekes
alkalmazésa van.



