2. Szimbolumok

A: Bill, azt hiszem, a te Conway Koévednek mégis van valami értelme. Gondolkodtam rajta az éjjel.

B: En is, csak elszunditottam, miel6tt valamire jutottam volna. Mi a rejtély kulcsa?

A: Tgazan nem olyan nehéz. Csak az zavar, hogy minden szavakkal van kifejezve. Ugyanezt le lehet irni jelekkel, és
akkor rogton latod, mir6l van szoé.

B: Azt mondod, most meg az 0j matekot hasznaljuk 6l ennek a régi kGtablanak a megfejtésére?

A: Nem szivesen ismerem be, de koriilbeliil ez a helyzet. Az els6 szabaly itt azt mondja ki, hogy minden x szam
valéjdban az xp bal oldali halmazbél és az x; jobb oldali halmazbol 4ll6 rendezett halmazpar:

x=(xp, xJ).

B: Varj csak, nem muszaj a homokba irnod. A hétizsakomban alighanem van még egy ceruza és valamennyi papir.
Egy pillanat ... Tessék!
A:
x=(xp, xJ).

rp és x; nem igazi szdm, hanem szdmokbdl 4ll6 halmaz. A halmaz minden eleme tjra egy rendezett halmazpar, és igy
tovabb.

B: Varj egy kicsit, 0sszezavarodtam a jeloléseidtsl. Nem tudom, mi szam és mi halmaz.

A: Jo, ezutan kis bettvel jelolom a szamokat, naggyal pedig a szdmokbol all6 halmazokat. Conway elsé szabéalya
azt mondja, hogy

(].) I:(XB, XJ), ahol XBZXJ.

Ez azt jelenti, hogy ha xp az Xp halmazbol valo tetsz6leges szadm és az x; szdm az X; tetszGleges eleme, akkor
zp Z xy. Vagyis rp nem lehet nagyobb vagy egyenls, mint ;.

B: (fejét vakarja) Attol tartok, még mindig tul gyorsan magyarazod. Ne felejtsd el, hogy te mar megemésztetted
ezt a dolgot, én meg még csak az elején vagyok. Ha minden szam egy rendezett halmazpar, és ezek a halmazok megint
csak szamokbol, vagyis rendezett halmazparokbol allnak, és igy tovabb, akkor hogy lehetett ezt az egészet elkezdeni?

A: Jo6 kérdés! Pont ez a csodalatos a Conway-féle sémaban. X p és X ; minden elemét mar el6z6leg meg kell teremteni.
Amde a teremtés elsé napjan még nincsenek olyan el6zéleg teremtett szamok, amelyeket folhasznalhatnank. Igy = p-nek
is, meg x j-nek is az iires halmazt kell venniink!

B: Soha nem gondoltam volna, hogy egyszer megtudom, néha az iires halmaznak is van értelme. Ez tényleg olyasmi,
mintha a semmibdl teremtenénk valamit, nem? De igaz-e Xp = X 7, ha mindkett az lires halmaz? Hogyan lehet valami
nem egyenls sajat magaval?

Ja persze, ez rendben van, hiszen csak annyit jelent, hogy az iires halmaz egyetlen eleme sem nagyobb vagy egyenls
az lires halmaz valamely eleménél, ez meg igaz allitas, hiszen az {ires halmaznak nincsenek elemei.

A: Igy szabalyosan elkezd6dott minden, és megkaptuk a nullanak nevezett szamot. Ha az iires halmazt (-val jeloljiik,

0=(0, 0).

B: Hihetetlen!
A: méasodik napon mar hasznalhatjuk a 0-t a bal vagy a jobb oldali halmazban. Ezért kap Conway két tovabbi

szamot:
—1=(0, {0}) és 1= ({0}, 0).

B: Nézziik csak, megy ez igy? Ahhoz, hogy a —1 szdm legyen, annak kell teljesiilni, hogy az iires halmaz egyetlen
eleme se legyen nagyobb vagy egyenls mint 0. Es hogy az 1 szam legyen, ahhoz az kell, hogy 0 ne legyen nagyobb vagy
egyenlG az lires halmaz egyetlen eleménél sem. Te, ez az iires halmaz biztos hires lesz egyszer. Azt hiszem, irni fogok
egy konyvet Az dres halmaz tulajdonsdgai cimmel.

A: Soha nem fejeznéd be.

Ha Xp vagy X az iires halmaz, az Xp Z X feltétel mindig teljesiil, fliggetleniil attol, hogy mi a mésik halmaz.
Ez azt jelenti, hogy végtelen sok szamot teremthetiink.

B: J6, de mi van Conway mésodik szabélyaval?

A: Azzal akkor tudjuk megmondani, hogy igaz-e Xp Z X, ha egyik halmaz sem iires. Az a szabaly definidlja a
"kisebb vagy egyenld™-t. Jelekkel folirva:

(2) r<y ha Xpz2y é z2Y;

B: Varj csak, megint nagyon el6reszaladtal. Nézd, Xp szamokbdl &ll6 halmaz, y meg szam, vagyis halmazokbol
allo rendezett par. Mit értesz azon, hogy Xp 2 y?

A: Azt, hogy Xp minden zp elemére teljesiil zp 2 y. Masképpen szolva, Xp egyetlen eleme sem nagyobb vagy
egyenld, mint y.



B: Ertem! A te (2) szabalyod még megkéveteli azt is, hogy 2 nem nagyobb vagy egyenlé Y egyetlen eleménél sem.
Hadd hasonlitsam Ossze a szoveggel...

A: A Kovon kicsit masképpen van, de z < y biztos ugyanaz, mint y = .

B: Igen, igazad van. Te, varj csak, nézd itt oldalt ezeket a véseteket:
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Ezt nem tudtam tegnap megfejteni. Most a te jel6léseddel minden vilagos! A kettGspontok valasztjak el a bal oldali
halmazt a jobb oldali halmaztél. Biztos j6 nyomon vagy.

A: Htha, egyenl6ségjelek, meg minden! Az a kdkorszaki vésnok biztos ,,—-t irt a —1 helyett. Nekem majdnem
jobban tetszik az 6 jelolése, mint az enyém.

B: Biztos vagyok benne, hogy tilsagosan lebecsiiljiik a primitiv népeket. Pedig 6k is bizonyara szines életet élnek,
és épp ugy sziikségiik van agytornara is, mint nekiink. Ha éppen nem kell élelemért vagy menedékért kiizdeniiik.
Visszatekintve altalaban tual egyszertinek latjuk a torténelmet.

A: Ez igaz, de hogyan tudnénk masképpen visszanézni?

B: Ertem, mire gondolsz.

A: Most kovetkezik az a része a szovegnek, amit nem tudok felfogni. Conway ,bebizonyitja” a teremtés els§ napjan,
hogy 0 < 0. Miért kell azzal bajlodnia, hogy beldssa, hogy valami kisebb vagy egyenl6 sajat magaval, mikor nyilvan
egyenlS sajat magaval. Aztdn a mésodik napon azt ,bizonyitja”, hogy —1 nem egyenld O-val. Nem nyilvanvalo ez
bizonyitas nélkiil is? Hiszen a —1 egy mésik szém !

B: Hm. Nem tudom, te hogy vagy vele, én szivesen usznék djra egyet.

A: Nagyszerii 6tlet. Nem vagyok hozzaszokva, hogy ilyen sokaig koncentrédljak. Az a tajtékos partrész jonak latszik.
Menjiink!
Forditotta : Virdgh Janos

*

Ezen a ponton el kell valnunk héseinkt6l, akik a Gondolat Kiényvkiadd gondozasiban a nem tul tavoli jovében
megjelend konyv tovabbi fejezeteiben megkisérlik folderiteni, hogy a két torvény nyoman hogyan teremtheték meg
mind a ,szadmok a valdson innen és tl”. Az els6 napon tehat a 0, a masodikon a —1 és az 1, azutan pedig a harmadik

1
napon az 1/2,a 2, a —1/2 és a —2 teremtésére keriil sor. Kideriil példaul, hogy 5= (0,1) = ({-1,0},1). A szamoknak

tehat tobb alakja van, Alice és Bill azonban megtalaljék ezek legegyszeriibbikét. Megtudjuk, hogy barmely y szamra
igaz, hogy ha x az els6ként teremtett olyan szadm, amelyre

Yp<z s x<Yjy, akkor x=y.

Persze két szam egyenlGsége most definiélt relacio, =y, ha z <y és y < x.

Az n-edik napon, amikor valamennyi addig megteremtett szam felhasznalhato bal és jobb oldali halmazok készi-
tésére, 2"~ ! darab 4j szam jon létre; mindegyikiik szép rendben illeszkedik két, kordbban mar megteremtett szam
kozé. Ekozben héseink bebizonyitjak — teljes indukcioval — hogy a < relacio tranzitiv, tovabba hogy egy © = (X5, X)
szam ,elvalasztja” egymastol a bal és a jobb oldali halmazat, azaz Xp < x és x < X ;. Belatjak, hogy barmely két
szam Osszehasonlithato, azaz vagy z < y, vagy y < = . Rabukkannak a k& tovabbi részére is, ahol a szamokkal végzett
miveletek leirdsa olvashat6. Eszerint

r+y=(Xp+y)UYs+z), Ys+2)U(Xs+y)),
illetve
—r = (—=X7,-XB).

1 1
Ellenérizhetik, hogy pl. 3 + = valéban 1, és hogy az Osszeadas altalaban rendelkezik a jol ismert tulajdonsigokkal.

Kezdetben persze — ugyancsak indukcioval — be kell latniuk, hogy a fenti definicidk is szdmokat hataroznak meg.
Az id6 pedig egyre gyorsabban telik : a ,végtelenedik napon” elGszor keriilhet sor arra, hogy Xp vagy X végtelen
halmaz legyen. Es ezen a ,yvégtelenedik napon” létrejonnek mind a valés szadmok, sét olyan kiilénds szamok is, mint

041 11
) ) 27 47 AR )
amely nagyobb 0-nél, de minden pozitiv valés szdmnal kisebb. A teremtésnek pedig még mindig nincs vége...

*

Nos az Olvasora hagyjuk, folytassa a két felfedez6 munkajat.



