Sokszor keriiliink olyan helyzetbe, hogy egy matematikai allitds helyességét vagy helytelenségét nem tudjuk koz-
vetleniil bizonyitani. Ilyen esetekben legtobbszor az &llitas specidlis eseteit vizsgalva préobéalunk kozelebb jutni a meg-
oldashoz. Bizonyos feladatfajtdk esetében nagy segitséget nyujthat a szamitégép, amely sebessége révé toredékére
csokkentheti a felhasznalando id6ét, mindossze a megfelel programot kell megirni. Nézziik ezt egy konkrét feladat
kapcsén!

Milyen pozitiv egész n-ekre lehet az 1, 2, ..., 3n—1, 3n szdmokat n csoportba osztani igy, hogy minden csoportban
hdrom szdm legyen, s a harom szam kézil a legnagyobb egyenld legyen a mdsik kettd dsszegével?

Egy ilyen felosztéas létezéséhez szitkséges, hogy a szamok Osszege paros legyen. Valoban, a szamok Osszege minden
egyes csoportban a legnagyobb szam kétszeresével egyenld, tehat paros, és igy az 6sszes csoportban levs szamok Osszege
is az.

Konnyen ellenérizhets, hogy
3n(3n+1)

2
pontosan akkor paros, ha n 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad. A feltétel tehat a kovetkezs :

1424 ...4+3n=

Ahhoz, hogy a szdimokat a feltételeknek megfeleléen feloszthassuk, sziikséges, hogy n 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot
adjon

Ez a feltétel sok n-re kizarja a felosztas létezését; de mi a helyzet a tobbi esetben? n = 1-re a felosztas magatol
adodik : 142 = 3. n = 4-re és n = 5-re is viszonylag konnyt megfelels felosztasokat talalni, példaul

1, 11, 12 1, 14, 15

2, 7, 9 2, 10, 12

3, 5, 8 3, 6, 9

4, 6, 10 4, 7, 11

5 8, 13.
Szamitogép segitségével nagyobb n-ekre is kereshetiink megoldast. Ehhez egy algoritmusra van sziikségiink, amely
valamilyen médon harmas csoportokat keres az 1, 2, ..., 3n szamok kozott, és ahol tobb lehetGség koziil valaszthat,

ott minden esetet végigvizsgdl valamilyen modszer szerint. Programunk tehat valojaban egy fat vizsgal végig, amelyen
az agak a kialakithato szamharmasokat, a csomoépontok pedig a valasztési lehetSségeket jelolik (1. abra).

I\/

1. dbra

Minden egyes csoméponthoz egyértelmien hozzarendelhetSk azok az adgak, amelyeken eljuthatunk hozza a kezds-
pontbdl; minden csomoéponthoz tartozik tehat egy ,megkezdett” felosztas, a pontbdl kiinduld agak pedig a lehetséges
folytatasok. (Ha a felosztast nem lehet folytatni, a csomépontbol nem indul ki egy ag sem.)

Természetesen nem sziikséges az 0sszes lehetséges dgnak kiindulnia a csomépontbél: elegendd néhany olyat kiva-
lasztani, amelyek koziil valamelyik biztosan szerepel a teljes felosztasban. Példaul a kezdGpontban elegends azokat
figyelembe venni, amelyekhez tartozo szimharmasban az 1-es el6fordul; ezeknek a szdma minddssze 3n — 2.

Korlatozzuk tehat az egyes csomépontokbdl kiindulé agak szamat ugy, hogy az dgakhoz tartozé szadmharmasok
legkisebb elemei egyenlGek legyenek a legkisebb pozitiv egésszel, amely a csoméponthoz tartozo részfelosztasban még
nem szerepel. Ha a csomdponthoz tartozéd részfelosztast be lehet fejezni, akkor mindenképpen szerepelnie kell ilyen
szamharmasnak. Az ily méodon felépitett faban az 6sszes megoldas megtalalhato.

Azt kell még eldonteniink, hogyan jarja végig programunk a fat. Minden csomoépontban valahogy sorbarendezziik
az dgakat, majd az elsének valasztott agon ,lejjebb” lépilink. Ha ezzel programunk teljes felosztast kap, azt kinyomtatja
és leall. Ha elakad, visszalép az el6z6 csomdponthoz, és az onnan kiindulé agak koziil a rendezés szerinti rakovetkezén
probalkozik (2. abra). Ha a kezdGpontban ,akad el”, az azt jelenti, hogy mar az egész fat végigjarta és nem talalt
megoldast.
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2. abra

Az agak sorbarendezése torténhet példaul a kozépss elem szerint, az els6 ag legyen mondjuk az, amelyhez a legkisebb
kozépss érték tartozik. A program persze nem épiti fel egyszerre az egész fat; mindig csak azokat az éleket — illetve a
hozzajuk tartozé szamharmasokat — jegyzi meg, amelyeken az éppen vizsgalt csomoépontba lehet eljutni.
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3. dbra

A pillanatnyi részfelosztast, vagyis azokat az éleket, amelyeken az éppen vizsgalt csomdpontba lehet eljutni, harom
n elemd tombben fogjuk tarolni. A(7) az i-edik szamharmas legkisebb, B(i) a kozépss, C(i) pedig a legnagyobb elemét
tartalmazza. A szamharmasok (élek) szamat K fogja jelolni.

1. program
10 DEFINT A-Z 330 IF K=N THEN 600
20 IMPUT "N=";N 340 L=L+1:IF V(L)=1 THEN 340
30 N3=3«N 350 GO TO 100
40 DIM A(N),B(N),C(N),V(N3)
50 K=0:L=1 400 IF K=0 THEN 500
410 L=A(K):M=B(K)
100 M=L 420  V(L)=0:V(M)=0:V(L-+M)=0
200 M=M-+1 430 K=K-1
210 IF L+M>N3 THEN 400 440 GO TO 200
220 IF V(M)=1 OR V(L+M)=1
THEN 200 500 PRINT "NINCS MEGOLDAS"
510 END
300 K=K+1 600 FORI=1TON

310 A(K)=L:B(K)=M:C(K)=L+M 610 PRINT A(I); B(I); C(I)
320 V(L)=1:V(M)=1:V(L+M)=1 620 NEXT I
630 END

A gyorsabb futas érdekében még egy 3n elemt V tombot is hasznalunk, amelynek elemei azt mutatjak, milyen
szamok szerepelnek a mar meglevé harmas csoportokban : ha V(i) = 0, akkor ¢ még nem szerepel, ha V(i) = 1, akkor
¢ mar szerepel. A legkisebb szdmot, amelyet még nem hasznaltunk fel, L jeloli.

A program mikodését az algoritmus ismeretében nem nehéz megérteni. A 10-50. sorokban a valtozok kapnak
kezdsértéket (az N3 valtozod 3n-et tartalmazza, hogy ezt ne kelljen djra meg Gjra kiszdmitani). A 100. sorban kezdédik
el egy 0j csomopont vizsgalata. A soron kévetkez agat a 200-220. sorokban keressiik (a szamharmas legkisebb eleme
az algoritmus szerint L, a kovetkez6 pedig M ); ha nincs tovabbi 4g, a 400. sorra ugrunk.

A 300-350. sorokban az 0j agon a kiévetkezs csomopontra lépiink, s ennek megfeleléen modositjuk K és L értékeét,
valamint a témbdok tartalmat. Ha ezzel teljes felosztast kaptunk, azt a 600. sorban nyomtatjuk ki.

A 400-440. sorokra akkor keriil sor, ha egy csomoépontban nincs t6bb ag. Ha ez a kezdSpont (K = 0), akkor ez azt
jelenti, hogy a program végigjarta a fat és nem talalt megoldast. Ellenkez6 esetben visszalépiink az el6z6 csomopontra
és a 200. sortol a kovetkez6 agat kezdjiik vizsgalni. Futtassuk a programot! Eszrevehetjiik, hogy n novekedtével a futasi
id6 rohamosan né:

n 1 2 |34 5 6 7
futési id6 masodpercben | <1 | <1 |4 | 7| 38| 1359 | ?

s problémankrol mindeddig nem nyertiink j informéciot. Hogyan lehet az algoritmust modositani ahhoz, hogy a
program gyorsabb legyen?

Inditsuk el a programot valamilyen nagyobb értékkel, mondjuk n = 10-zel. Egy-két perc utan szakitsuk meg a
program futasat és nyomtassuk ki a V' t6mbo6t az alabbi sorral;

FOR I=1 TO N3:PRINT V(I); :NEXT I

Eszrevehetjiik, hogy a program féleg a kis szamokat hasznalta fel, a nagyok majdnem mind megmaradtak, pedig
azokat nagyon kényelmetlen kezelni. Gondoljuk csak meg : minden szamharmasban a legkisebb szam kisebb, mint a
legnagyobb fele, a program viszont a szamok ,kisebbik felét” majdnem teljesen felhasznalta. Az algoritmus tulsagosan
moho : hamar épiti be Sket a hdrmas csoportokba.

Modositsuk tehat az algoritmust tgy, hogy elészor a nagy szamokat hasznélja fel. Az 4j fa mindGssze egy dologban
kiilonbozik a régit6l: most az egyes csomoépontokbdl kiindulé élek kivalasztasakor a szamharmasnak ne a legkisebb,
hanem a legnagyobb elemét rogzitsiik. Igy a kisebb szamok maradnak meg a késébbi csoportok szamara.

2. program



10 DEFINT A-Z 330 IF K=N THEN 600

20 INPUT "N="; N 340 L=L-LIF (VL)=1 THEN 340
30 N3=3xN 350 GO TO 100
40 DIM A(N), B(N), C(N),V(N3) 400 IF K=0 THEN 500
50 K=0:L=N3 410 L =C(K):M =A(K)
420 V(M)=0:V(L-M)=0:V(L)=0
100 M=0 430 K =K-1
200 M =M +1 440 GO TO 200
210 IF M > = L-M THEN 400 500 PRINT "NINCS MEGOLDAS"
220 IF V(M) =1 OR V(L-M)=1 510 END
THEN 200
600 FORI=1TO N
300 K =K+ I 610 PRINT A(I); B(I) ; C(I)
310 A(K) =M:BE)=LM:CK)=L 620 NEXT]I
320 V(M) =1: V(L-M) =1: V(L) =1 630 END

A program nem sokban véltozott; L most a legnagyobb még nem felhasznalt szamot jeloli, M pedig az 4 szam-
harmas legkisebb elemét. Azt tapasztaljuk, hogy a programunk gyorsabb:

n 1 2 [3]14]5 6|7 8 9
futasi id6 mésodpercben | <1 | <1 2|1 |3]260 |7 |53 | 167

n = 8 és n = 9-re a program egy-egy megfelels felosztast irt ki; ezekre tehat igazoltuk az alabbi sejtést:

Ha n néggyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad, az 1, 2, ..., 3n—1, 3n szdmok beoszthatdk n darab hdrmas csoportba
gy, hogy minden csoportban az egyik elem egyenld legyen a mdsik kettd dsszegével.

A sebességnovekedésnek mas oka is van. Az 4j fa felépitésével egy sor felesleges dgtol megszabadultunk.

n 112 3 4 5 6 7 8 9 10
1. program | 1 | 4 | 20 | 122 | 776 | 5564 | 46 162 | 435 082 | 4 567 651 | 52 248 466
2. program | 1| 2| 10| 48 | 212 | 1018 | 6 546 | 47973 379 777 3 054 273
Az élek szama

Lathato, hogy az els6 fa sokkal tobb agat tartalmaz, mint a mésodik. Ez érthets is, hiszen a masodik fan — f6leg
a fa felsd részein — egy csomopontbdl kb. feleannyi 4g indul ki, mint az elsén, hiszen az elsén adott kiilonbségi, a
mésodikban adott 6sszegl elemeket keresiink.

A fak also részein levé csomédpontokbol kiinduld agak szama az elsé fa esetében ugyan kisebb, de — mint ezt a
tablazat mutatja — ez nem befolyasolja olyan mértékben az agak szamat, mint a felsé csomopontokbol kiindulé agak
szama.

A gép természetesen nem mindig jarja végig az egész fat; ha megfelels felosztast talal, megall. (Ezért példaul n = 8-
ra a program gyorsabb, mint n = 7-re; holott n = 8-ra az agak szama joval nagyobb.) Minket ezek az esetek érdekelnek
jobban, és nem koézombdos szamunkra, hogy a gép mennyi id6 alatt talal egy megoldast. A méasodik programnak példaul
n = 8-ra 12748 agat kell megvizsgalnia, mire megoldast talal. Az algoritmus tjabb modositasaval talan tovabb lehetne
novelni a program sebességét. Inditsuk tehat el a programot, majd allitsuk le és nyomtassuk ki a V' tdmb tartalmét.
Eszrevehetjiik, hogy az elhasznalt szamok kozott most nagyobbak is vannak, de a kis szamok most is tilsdgosan
hamar keriiltek sorra; hasonlé problémaval allunk szemben, mint az elsé program esetében. Amikor egy csomoépont
agait sorbarendezziik, a kisebb els6 elemi szamharmasokat részesitjiik elényben. Ha ez pont forditva térténne, a kis
szamok joval késébb keriilnének felhasznalasra.

A valtoztatas most még egyszeriibb, mint az elGbb :

3. program



10 DEFINT A-Z 330 IF K = N THEN 600

20 INPUT "N="; N 340 L =L-1.IF V(L) =1 THEN 340
30 N3 =3xN 350 GO TO 100
40 DIM A(N), B(N), C(N), V(N3)
50 K-—0:L-N3 400 IF K=0 THEN 500
410 L=C(K):M=A(K)
100 M=(L+1)/2 420 V(M)=0:V(L-M)=0:V(L)=0
430 K-K-1

440 GO TO 200
200 M =M-1

210 1F M=0 THEN 400 500 PRINT "NINCS MEGOLDAS"
220 1F V(M) =1 OR V(L-M) =1 510 END
THEN 200
600 FOR 1=1TO N
300 K=K +1 610 PRINT A(I); B(I); C(I)
310 A(K)=M:B(K)=L-MCK)=L 620 NEXT]I
320 V(M) =1: V(L-M) =1: V(L) =1 630 END

Most a gép ,visszafelé” jarja végig a fat. Olyan n értékek esetén tehat, amelyekre nem létezik megfelels felosztas,
a futasi id6 koriilbeliil azonos a 2. programéval.

A programot egy olyan n értékkel futtatva, amely 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad, a futasi id§ rendkiviil
rovidnek bizonyul:

n|(8&8| 9121316 | 17|20 |21 |24 (25|28 |29 32| 33
511615 |8 [25] 8| 6| 691 |10| 15| 21| 45| 100

A program — nagyobb n-ekre — joval hamarabb talal megoldast, mint az elsé program gépi kodu valtozata. (Alta-
laban sok megfelel$ felosztas van, a harom program legtébbszor harom kiilonbozét allit els.)

A sebességnovekedést azzal magyarazhatjuk, hogy a megoldasokat ,,jo” helyen kerestiik: az 4j programnak sokkal
kevesebb agat kellett végigjarnia, mint az el6zGeknek:

n 1] 4 5 8 9 12 13 16 17
1. program | 1 | 41 | 197 | 7073 | 54 412 | 31 963 121
2.program | 1| 7| 13 | 185 534 12 748 | 27920 | 1163 696 | 5 796 896
3.program | 1 | 5 ) 19 35 16 24 63 25

A wvizsgalt élek szdma

A program gépi koda valtozataval sikeriilt a kordbban kimondott sejtést n < 64-re bebizonyitani, a teljes bizonyi-
tashoz azonban nem jutottunk sokkal kézelebb. A talalt felosztédsokban nincs olyan szabélyszertiség, ami alapjan egy
altalanos konstrukciét lehetne alkotni. Viszont meglevé felosztasok felhasznalédséaval 4j, tobb elembdl allo felosztasokat
lehet konstruélni a kovetkezs tételek alapjan. A tovabbiakban — a rovid jelolés kedvéért — jelolje M azoknak az n-eknek
a halmazat, amelyekre létezik jo felosztéas.

1. tétel. Ha k € M, akkor 3k+ 1€ M.

Bizonyitas

Legyen {a;, b;, ¢;} i < k-ra egy megfelels felosztas, vagyis ai, b1, c1, ..., ag, bk, ¢k az 1, 2, ..., 3k szdmok egy
permutacidja és a; + b; = ¢; minden 1 < ¢ < k-ra.

Most mutatunk egy jo felosztast n = 3k + 1-re. A harmas csoportok ¢ = 1, 2, ..., k-ra {3a;, 3b; + 1, 3¢; + 1},

{3&1' — 1, 3b1, 301' — 1}, {3&1 + 1, 3b1 — 1, 301},
valamint {1, 9k + 2, 9k + 3}.
Ez a felosztas nyilvan megfelels.

2. tétel. Hak e M ésl e M, akkor 6ki+k+1e€ M.

Bizonyitas

Legyen egy-egy k, illetve [ szerinti felosztas {a;, b;, ¢;} 1 < i S kera, illetve {A;, B;, C;} 1 < j < lre. Egy
megfelels felosztas n = 6kl + k + l-re a kovetkezs:



{(61 + 1)a; — 31, (61 + 1)by, (61 + 1)¢; — 31},

{(6l +1)a;, — 31 + 1, ((6l+1)b; + 1, (60 + 1)c; — 3l + 2},
{(61 + 1)a,, (61 + 1)b; + 31, (6l + 1)c; + 31}
{(61 4+ 1)a; + 1, (61 + 1)b; — 31, (60 +1)c; — 3l + 1},
{(61 4 1)a; + 2, (60 + 1)b; — 31 + 1, (6l +1)c; —3l+3,}
{(6] 4+ 1)a; + 3, (61 +1)b; — 1, (6l +1)c; + 31— 1}
1 =i £ k-ra, tovabba {A,, B;, B;j} 1< j < l-re.
A felosztéas els6 részében az 1, 2, ..., 3k szamokat szoroztuk meg (6! 4+ 1)-gyel és adtuk hozzajuk egy (61 + 1)
szerinti maradékosztaly, a {—3l, =31 + 1, ..., +3l} halmaz elemeit. K6z6ttiik tehat barmely kettd kiilonb6z6, mert

vagy (6+1)-gyel osztva adnak kiilonb6z6 maradékot, vagy kiszamitasuk soran az n = k szerinti felosztas két kiilonb6z6
elemét szoroztuk meg (61 + 1)-gyel, majd ugyanazt a szamot adtuk hozzajuk.

A (61 + 1)k darab csoport tehét kiilonboz6 elemeket tartalmaz. A legkisebb és a legnagyobb elem (6/41)-1— 3] =
31+ 1, illetve (61 + 1)3k + 31 = 18kl + 3k + 31, ezek kozott éppen 3 - (614 1)k = 18kl + 3k szam van, a csoportok elemei
tehat csak a 3l + 1, 3l + 2, ..., 18kl + 3k szamok lehetnek. Ha pedig ezekhez hozzéavessziik az {A;, B;, C;}, n=1
szerinti felosztast, akkor egy teljes n = 6kl + k 4 [ szerinti felosztast kapunk.

3. tétel. Ha k € M, akkor 4k € M.
Bizonyitas

Teljesen hasonl6 az el6zGekhez.
Legyen {a;, b;, ¢;} a k-hoz tartozo felosztéas. Ekkor {2a;, 2b;, 2¢;} 1 < i £ k, tovabba {6k+j, 6k+1—25, 12k+1—j
} 1 £ j < 3k-ra megfelel felosztas n = 4k-ra.

4. tétel. Ha k € M, akkor 4k +1 € M.
Bizonyitas

A konstrukci6 az el6z6nek egy valtozata: ha {a;, b;, ¢; } a felosztas, akkor {2a;, 2b;, 2¢; } és {6k + 1+ j, 6k +
3—74, 12k+4—j } n =4k + l-re felosztés.

Az utobbi két modszer segitségével 64 < n < 72-re is tudunk megfelels felosztasokat gyartani, &m n = 72-re nem
sikeriilt a felosztas 1étezését bizonyitanom.

A szamitogépet most egy feladat speciilis eseteinek megoldasara hasznéltuk, s ez nem vezetett a probléma altalanos
megoldasahoz. Létezik viszont olyan tétel, amelynek a bizonyitdsahoz szamitégépre volt sziikség.

Mindenki hallott mar a hires négyszin-tételrél. 5 szinre viszonylag egyszerd teljes indukcios bizonyitast lehet ad-
ni, amelynek az a lényege, hogy a térkép szinezhetGségét egy kevesebb orszaghol 4llé térkép szinezhetGségére vezeti
vissza. Ehhez olyan térképrészleteket kell vizsgalni, amelyek valamelyike minden (megfelel$ szamu orszagot tartalma-
70) térképen elSfordul, és ezeket kevesebb orszagbol allo részletekkel helyettesiti. 4 szinre a bizonyitas hasonlo, csak
a megvizsgalando térképrészletek szama olyan nagy, hogy szamitogép nélkiil a bizonyitashoz felhasznalt id6 tobb év
lenne.

Az ilyen bizonyitasok ma még elég ritkak, és nem valdszind, hogy valaha is ezek keriiljenek tGbbségbe.



