Olvas6ink koziil bizonyéra sokan ismerik a ,,Police 07” fed6nevii tarsasjatékot, bevezet&iil mégis ejtenék néhany szot
ennek lényegérdl. A jaték egy varos térképén zajlik, amelyen szamokkal megjelolve kozlekedési csomopontok talalhatok.
A résztvevik ezen csomoépontok kozott — bizonyos szabalyok betartasaval — kiilonb6z6 jarmitveken (metrd, autobusz,
taxi) kozlekedhetnek. A jatékosok egyike a menekiils rablo szerepét jatssza, a tobbiek az 6t ildoz6 detektivek. A jaték
kezdetén a résztvevsk sorshiizasos alapon elhelyezkednek a varos kiilonb6z6 pontjain, majd megkezd6dik a hajsza : a
jatékosok felvaltva lépnek. Egy 1épés abbdl all, hogy valamelyik kozlekedési eszkbzzel egy megallot mennek. A rablonak
azonban komoly elénye van : csak minden 6todik 1épés utan kell megmutatkoznia a tablan, a kézben megtett lépéseit
csak jegyeznie kell. A detektivek akkor nyernek, ha korlatozott szamu (mondjuk 24) lépésen belil elérik a rablot,
ellenkez6 esetben a rablo a gySztes. Van még egy-két kisebb szabéily, ezek részletezésére azonban most nem tériink ki.

2. Grdfok

Ahhoz, hogy a jatékot matematikai eszkozokkel tudjuk vizsgélni, célszerd lesz megismerkedniink a grdfok fogal-
maval. Grafnak hivunk egy olyan abrat, amely pontokbol és Gket 0sszekoté vonaldarabokbol all. A pontokat a graf
csucsainak, a vonalakat pedig a graf éleinek nevezziik. Az 0sszekots szakaszok felrajzolasakor létrejove esetleges tjabb
metszéspontokat nem tekintjiik a graf csicsainak — mint ahogyan egymast keresztez6 ttvonalon kozlekeds jarmiivek
esetében sem szallhatunk at egyikrsl a masikra két megallo kozott. A graf minden éle tehat két kiilonb6z6 cstcsot kot
Ossze. Egy graf adott pontjabol kiindulo élek szamat az illets pont fokdnak (fokszamanak) nevezziik.

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy grafban a pontok fokszdmainak Gsszege sziikségképpen paros szam!

Egy gréafot reguldrisnak hivunk akkor, ha minden pontjanak ugyanannyi a fokszama. Ilyen grafokat lathatunk az
1. dbran : mindkét grafnak csak negyedfoku csticsai vannak.
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1. dbra
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Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy n pontu grafnak legfeljebb L éle lehet!

Teljes grifnak hivjuk az olyan grafokat, amelyekben barmely két cstucsot él kot Gssze. Az 1. dbran lathato tehét a
teljes 6tpontu graf, mas néven teljes 6tszog. A teljes grafok nyilvan regularis grafok.

1987-01-002-2.eps
2. dbra

Egy graf dsszefiiggd, ha barmely két pontja Gsszekothets dttal: élek egyméashoz csatlakozo sorozataval. A 2. dbra
egy nem Osszefliggs grafot dbrazol: az A és a B pontok kozott nem vezet at. A tovabbiakban csak Gsszefiiggd grafokrol
lesz sz6. El6fordulhat, hogy grafunk egy pontjabol kiindulva egymashoz illeszkedd élek mentén haladva visszajutunk
a kiindulasi pontba. Ekkor a grafnak egy korét kaptuk. A kor hosszat a benne szerepld élek (csticsok) szama adja. A
3. abran egy olyan graf lathato, amely egyetlen, 5 hosszusagu korbgl all. A 4. dbran levs grafokban viszont egyaltalan
nincs kor, ha egy ilyen kormentes graf osszefiiggs is, akkor fanak nevezik.

1987-01-002-3.eps

3. dbra

1987-01-002-4.eps

4. dbra

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy n pontu fanak n — 1 éle van!

Grafelméleti tétel huzodik meg a kovetkezd allitas mélyén: egy tarsasdgban mindig talalhaté két ember, akiknek
a tarsasidgban ugyanannyi ismer@siik van. Ha a tarsasag tagjait egy graf csucsainak, a koztiik fennalld (kolcsonds)
ismeretségeket pedig a graf éleinek tekintjiik, akkor allitdsunk igy hangzik : tetsz6leges grafnak van két azonos fokszamu
csucsa.

Feladat. Igazoljuk a fenti allitast.

Marmost az elsé részben emlitett jaték is kapcsolatba hozhaté a grafokkal: a kdzlekedési csomoépontokat tekinthetjiik
egy graf cstcsainak, ahol két csiucsot akkor kotiink ssze éllel, ha a nekik megfelel§ két csomopont kozvetleniil (egy
lépésben) elérhets egymésbol valamelyik kozlekedési eszkozzel.



3. Mit tehet 1 detektiv?

El6szor a jatéknak egy igen leegyszerisitett valtozatat vizsgaljuk meg. Minddssze egy detektiv iildozi a rablot,
aki tehat most nem rejtézhet el, iildoz6je mindig ismeri a pillanatnyi tartézkodasi helyét. ElGszor a detektiv {iti fel
hadiszallasat a varos egy alkalmas pontjan, majd a rabl6é a menekiilésre leginkdbb el6nyds helyet valasztja ki. Ha az
ildozés soran a rablé ugy érzi, j6 helyen van, egy ideig ott is maradhat, a detektivnek azonban mindig haladnia kell.

Mit jelent ez a grafok nyelvén? A szintér egy (Osszefiiggs) graf, amelynek el6bb a detektiv, majd a rablo kivalasztja
valamelyik csicsat, majd felvaltva lépnek a graf élei mentén. A rablé azonban megteheti azt is, hogy valamelyik lépése
helyett helyben marad. A detektiv akkor nyer, ha elfogja a rablét, vagyis ha ralép a grafnak arra a csucsara, ahol a
rablo tartozkodik.

Marmost ekkor az Osszefiiggs grafok két osztalyba sorolhatok : D-be tartoznak azok a grafok, ahol a detektivnek
van nyers stratégiaja (barhonnan is induljon a rablo), R-be pedig a t6bbi graf, ahol tehét a rablé megmenekiilhet, ha
iigyesen jatszik. Természetesen, ha a rablo elrontja a manGverezést, akkor a detektiv is nyerhet R-beli grafokon.

Lassunk el6szor egy-két példat.

(a) D osztéalyba tartoznak példaul a fak. A detektiv altal elfoglalt csics ugyanis két részre osztja a grafot. Ha a
detektiv mindig a rablé felé mozog (ez egyértelmd, minthogy a grafban nincs kor), akkor az a rész, amelyben a rablo
tartozkodik, a detektiv minden egyes lépésével csokken. Igy az elsbb-utobb egy pontra zsugorodik, ekkor pedig a rablo
fogva van.

(b) R osztalyba tartoznak azok a grafok, amelyek egyetlen, legalabb 4 hosszusagu korbol allnak. A rablé ugyanis
elhelyezkedhet gy, hogy tavolsaga a detektivtsl legalabb 2 1épés legyen, és ezt a tavolsagot tartani is tudja.

(c) Minthogy a korok 2-regularis grafok, az el6z6 allitas altalanositasaként bizonyithato, hogy R-be tartozik az
Osszes olyan regularis graf, amelyik nem teljes (a teljes grafok nyilvan D-beliek).

(d) Az 5. abran lathato graf szintén R-beli (de ha a rablénak is mindig lépnie kellene, akkor D-beli lenne).

1987-01-003-1.eps
5. dbra

A kovetkezskben megprobaljuk jellemezni a D-beli grafokat, és ily modon eljarast is nyeriink annak eldontésére,
hogy egy graf melyik osztalyba tartozik. Vizsgaljuk elGszor azt, hogy egy D-beli grafban hogyan érhet véget a jaték. A
rablo utolso lépése el6tt a detektiv és a rablo két szomszédos (éllel 6sszekotott) csucsban tartozkodik, hiszen egyébként
arablé helyben maradhatna. Ezutan a rablé vagy egyenesen az iild6z6je karjaiba szalad, vagy valamelyik, a detektivével
szomszédos cstcsra 1ép (esetleg helyben marad), és ott a detektiv elfogja. Nevezziik ezt a helyzetet csapddnak: olyan
P pontot a grafban, amelynek van olyan Dy szomszédja, hogy P és a P-nek minden Dy-t6l kiilonb6z6 szomszédja
egyben Dg-nak is szomszédja. A fentiek szerint, ha a rablo jol jatszik, akkor a detektiv csak ugy nyerhet, ha ellenfelét
egy ilyen P csapdaba tereli, 6 maga pedig a vele szomszédos Dy csticsra lép. A 6. dbran lathat6 graf (ami az oktaéder
élhalozata) tehat az R osztalyba tartozik, hiszen nincsen benne csapda.
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6. dbra

Ezzel ugyan még nem értiink célhoz, hiszen elképzelhets, hogy egy graf tartalmaz ugyan egy vagy tobb csapdat, a
rablé azonban tud gy lépegetni, hogy ezeket mindig elkeriilje. Ezért lesz hasznos a kovetkezs észrevétel.

Tegyiik fel, hogy egy G graf tartalmaz egy P csapdat. Ekkor elkészithetiink egy G’ grafot a kovetkezd modon : a
G grafnak elhagyjuk a P csicsat, élei kozil pedig azokat, amelyek P-hez illeszkednek. Ezt a miiveletet szemlélteti a
7. abra.

1987-01-004-1.eps
7. dabra

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a G’ graf is osszefiiggs.

Ezen mivelet birtokdban megfogalmazhatjuk a kovetkezd tételt :

1. Tétel: Tegyiik fel, hogy a G (6sszefliggd) grafban talalhato egy P csapda. Ekkor G pontosan akkor D-beli, ha a
fenti modon elkészitett G’ graf is az.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy a G’ D-beli, és tekintsiik a P csapdaval szomszédos Dy pontot. A detektiv
egyszeri modon terjesztheti ki a G’-beli nyerd stratégiajat a G-re (bizonyitva ezzel, hogy G D-beli), a kdvetkezs
moédon. Ha a rablé G-ben a P-t6l kiilonb6z6 pontra lép, akkor a stratégia egy az egyben alkalmazhaté, ha pedig P-be
lép, akkor P és Doy mar elemzett kapcsolata miatt a detektiv Ggy jarhat el G'-beli stratégidja szerint, mintha a rablo
Dy-ban volna.



Minthogy a jaték a G’-ben elébb-utébb a detektiv gy6zelmével ér véget, G-ben két eset lehetséges : ha a G'-beli
jaték a Do-tol kiilonb6z6 pontban végzédott, akkor ugyanitt a G-beli jaték is véget ér; ha pedig a G’-beli jaték a
Dy-ban fejez6dik be, akkor el6fordulhat az is, hogy G-ben a rablé ilyenkor a Dy helyett a P-ben lapul: ekkor azonban
a detektiv a kovetkezG lépésében fiilon csipi, hiszen G-ben a P csapda.

Ha pedig azt tessziik fel, hogy G’ R-beli, akkor a rablé tudja stratégiajat hasonlé moédon atvinni G-re, és ez
bizonyitja, hogy ekkor G is R-beli.

Ez a tétel mar valoban elegend6 ahhoz, hogy jellemezziik a D-beli grafokat. Eszerint a G graf pontosan akkor
D-beli, ha egymés utan eltavolitva belsle a csapdékat (tetszés szerinti sorrendben) végiil is egy egypontu grathoz
jutunk. Ennek alapjin konnyen lathato, hogy példaul a 8. dbran feltiintetett graf a D osztalyba tartozik. Az dbran
P-vel megjeloltiik a csapdakat, az egyes lépések valojaban 6 1épést foglalnak Gssze.

1987-01-005-1.eps

8. dbra

Ez a tétel tehat viszonylag gyors eljarast szolgaltat annak eldontésére, hogy egy graf melyik osztalyba tartozik, és
ha jol végiggondoljuk, akkor a rablé vagy a detektiv nyerd stratégiajanak megkeresésére is.

4. Rablok eldnyben

Most kibévitjiikk az el6z6 jatékot azzal a lehetGséggel, hogy a rendérség egynél tobb emberrel iildézheti a rablot.
Ekkor a 1épésszabaly igy méddosul: a rendérség egy lépése abbol all, hogy tetszés szerinti emberei 1épnek egyet-egyet
(tehat nem kell az Osszes detektivnek elmozdulnia), de legalabb egy detektivnek lépnie kell. Azt vizsgaljuk tehéat,
hogy ilyen feltételek mellett milyen grafok kedveznek a rablonak és melyek a renddrségnek. Elég sok detektiv persze
mindeniitt elfogja a rablot, épp akkor tekintsiink egy grafot a rablé szaméara kedvezének, ha elfogasahoz viszonylag
sok detektivre van sziikség. Erdemes tehat minden G grafhoz egy D(G) szamot rendelni, amely azt mutatja meg,
hogy legalabb hany detektiv kell ahhoz, hogy barhogyan is menekiil a rabld, elcsipjék 6t. Az el6z6 rész D osztalyéhoz
tartozo grafokra tehat D(G) = 1, az R-beliekre pedig D(G) = 2. Ebben a részben tehat azokat a G gréafokat probaljuk
elemezni, amelyekre D(G) nagy.

2. Tétel: Tegyiik fel, hogy a G graf minden pontjanak foka legalabb n, és G nem tartalmaz sem 3, sem pedig 4
hossztsagu kort. Ekkor D(G) 2 n.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy a detektivek szama kisebb mint n, és valahogy elhelyezkedtek a graf cstcsain.
Ha most a rablé az A csticsban van, akkor tekintsiik az A-val szomszédos csucsokat. Ezek szama a fokszamra kirott
feltétel miatt legalabb n. Rablonk nem léphet egy ilyen, A-val szomszédos csicsra, ha ott vagy egy azzal szomszédos
csucson detektiv all — ekkor azt mondjuk, hogy az A cstcs szoban forgd szomszédjat 6rzi egy detektiv. Ha A-t vagy
annak valamelyik szomszédjat egyetlen detektiv sem 6rzi, akkor a rablé minden tovabbi nélkiil helyben maradhat,
illetve az drizetlen csiicsba léphet, a kovetkezs 1épésben igy biztosan nem kaphatjak el. Ha most észrevessziik azt,
hogy egy detektiv nem 6rizheti A-nak két kilonb6z6 szomszédjat egyszerre (hiszen akkor épp egy 3 vagy 4 hosszisaga
kort kapnank G-ben), akkor latszik, hogy van A-nak olyan szomszédja, amelyre a rablé raléphet, nem kockaztatva azt,
hogy a kovetkezs 1épésben elfogjak. Ha tehat a rablé egyszer elhelyezkedett a tablan gy, hogy a kovetkezd 1épésben
ne foghassak el, akkor vég nélkiil 1épegethet a leirt moédon. Hol bijjon meg kezdetben? Az eddigiek ismeretében
erre konnyd a valasz: szemeljen ki egy csticsot, ahol nem all detektiv, és helyezkedjen el ennek a csticsnak egy olyan
szomszédjan, amelyet egyetlen detektiv sem Griz. Mivel a fentiek szerint ilyen csiics létezik, a rablonak valoban van
nyerd stratégiaja, tehat valoban D(G) 2 n.
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9. dbra

A tétel kovetkezményeként adodik, hogy a 9. dbran lathatdé P Petersen-graf, illetve a dodekaéder H élhélozatan
legalabb 3 detektiv sziikséges az eredményes nyomozashoz.

Felmeriil azonban a kérdés, vajon léteznek-e minden n-re a felsorolt feltételeket kielégité grafok. Erre ad igenld
vélaszt a kovetkezd

3. Tétel: Minden n természetes szamra létezik olyan n-regularis graf (tehat ahol minden pont foka n ), amely nem
tartalmaz sem 3, sem pedig 4 hosszusagu kort. Ezért minden n-re létezik olyan G graf, amelyre D(G) = n. Ezt a tételt
nem bizonyitjuk.

5. Gyakran 3 detektiv is elég

Vannak azonban feltételek, amelyek a rendérség dolgat konnyitik meg. Valasszuk ki a graf néhany cstucséat. Ezekrol
azt mondjuk, hogy lefogd pontrendszert alkotnak, ha a graf minden egyes éle valamelyik kivalasztott ponthoz illeszkedik.

Vagy ami ezzel egyenértékd: a graf minden toviabbi pontja szomszédos valamelyik kivalasztott ponttal. Ha most a
detektivek a jaték elején egy ilyen lefogd pontrendszert foglalnak el, akkor a kovetkezd lépésben elérik a rablot. Ezért



egy G grafra D(G) nem lehet nagyobb egy lefogd pontrendszer elemszamanal sem. Teljes grafban példaul egyetlen
pont is lefogd pontrendszer, az itt lesben all6 detektiv a kévetkezs 1épésben megfogja a rablét, barhol is all.

Ez a becslés elég durva: a jatékot még szinte el sem kezdtiik és méar véget is ért. Sok esetben azonban radikalisan
javithato. Err6l szol a kovetkezd két tétel.

4. Tétel: Ha egy graf minden pontjanak a foka legfeljebb 3, valamint a graf barmely két szomszédos élét magaban
foglalja a graf egy legfeljebb 5 hosszusagu kore, akkor D(G) < 3. Ebbol kovetkezik, hogy a 9. abran lathato grafokra
D(P) = D(H) = 3.

Bizonyitds. Megmutatunk egy nyers stratégiat 3 detektiv szamara. Tegyiik fel, hogy a rendérség egy lépése utan a
detektivek a D1, Do, D3, a rablé pedig az R csticsban van. Vezessiink egy-egy utat a D; pontokbdl az R-be tgy, hogy
ezek az R-bol kiindulé minden élt (ilyen legfeljebb 3 van) érintsenek. A méasodik feltétel miatt ez megtehets. Jelolje
I(p;) a p; ut hosszat, vagyis a benne szerepls élek szamat. A p1, pa, p3 utakat valasszuk meg gy, hogy Osszhosszuk:
I = I(p1) + U(p2) + I(p3) minimalis legyen. Belatjuk, hogy barmit is 1ép a rablo, a detektivek alkalmas D) pontokba
léphetnek gy, hogy I’ < I legyen. Ez azt jelenti, hogy véges sok lépés utan az [ értéke 3 ala csokken, ami éppen azt
jelenti, hogy valamelyik detektiv elfogta a rablot. Tegyiik fel, hogy R-nek pontosan harom szomszédja van (a tobbi
eset hasonléan, de egyszertibben kezelhetd), a p; it az R pont A; szomszédjan vezet keresztiil (10. dbra).

1987-01-007-1.eps
10. dbra

Ha a rabl6é helyben marad, mindegyik detektiv léphet egyet a p; auton R felé, és igy ' < | — 3. Tegyiik fel,
hogy a rablé ellép, mondjuk az A; pontba. Ha I(p1) = 1, akkor a jaték ezzel véget is ér, ha I(p;) = 2, akkor két
eset lehetséges: Aj-nek vagy 2, vagy 3 szomszédja van. Az els6 esetben, ha mindegyik detektiv egyet lép R felé,
I'< ((pl) — 2) + U(p2) +U(p3s) =1 — 2 adodik. A masodik esetben legyen U az A;-nek az a szomszédja, amelyik nincs
rajta pi-en. Az RA; és az A1U élek a feltétel szerint a graf egy legfeljebb 5 hosszusagu korében vannak, ez a kor pedig
tartalmazza még valamelyik R-bdl indulé élt, mondjuk az RAs-t. A kor esetleges 6t6dik pontja legyen V. Ekkor a 11.
abranak megfelelen mozogva, p) = {D},..., A1}, ph = {Dj, As, (V), U, A1}, p5 ={D%,..., A3, R, A1} valasztassal
U< (lp1) —2) + (lp2) + 1) + U(p3) = | — 1 adodik, tehat valoban minden esetben I < [, amint azt allitottuk. Ezzel
pedig a tételt igazoltuk.
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11. dabra

*

A tovabbiakban sziikségiink lesz a sikgrdf (vagy sikba rajzolhato graf) fogalmara. Egy grafot akkor mondunk sikba
rajzolhatonak, ha pontjai és a koztiik halado élek felrajzolhatok a sikra tgy, hogy a kiilonbozd élek ne keresztezzék
egymast. A 12. d4bréan lathato graf példaul a latszat ellenére sikba rajzolhato (13. abra). Nem ilyen azonban a 14. d4bran
lathato két graf: a teljes 0tsz0g és a ,,harom haz — harom kut” nevet visel6 graf. Az olvasé megprobalkozhat ezen grafok
sikba rajzolasaval, ez azonban nem fog sikeriilni.
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12. abra
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13. dbra
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14. dbra

Ennek a két grafnak alapvets szerepe van a sikgrafok elméletében, ugyanis Kuratowski lengyel matematikus tétele
értelmében egy graf pontosan akkor sikba rajzolhato, ha nem tartalmaz olyan részgrafot, amely az el6z6 ketts valame-
lyikére huzhato Ossze (Osszehtzason a kovetkezo eljaras ismételgetését értjiik: a graf egy masodfoka pontjat elhagyjuk,
és a beldle kiindulo két él addig még Ossze nem kotott végpontjat osszekotjik).

A kovetkezs szép tétel a sikgrafok egy kiilonleges tulajdonsagat mutatja :

5. Tétel: Minden G sikgrafra D(G) < 3.



A bizonyitésra, annak terjedelme miatt, most nem tériink ki, azt azonban megemlitjiik, hogy a 9. dbran lathaté H
sikgrafra D(H) = 3, tehét ez a korlat nem javithato.

6. Ismét Police 07

A bevezetében ismertetett tarsasjatékra tobb modellt is megvizsgaltunk. Tekinthetnénk olyan jatékokat is, ahol
a detektiveknek csak részleges informécioi vannak a rablo helyzetérdl, példaul csak minden 6t6dik 1épés utan tudjak
pontosan a rablé helyét, vagy csak akkor szereznek errél tudomast, ha legfeljebb két 1épés tavolsidgra megkdozelitették
6t. Részben az 5. tételt is alkalmazhatjuk a tarsasjatékokra, hiszen, ha pl. csak az autobuszhalézatot tekintjik, sik-
ba rajzolhato grafot kapunk. A harom kiilonbozd kozlekedési eszkoz uthalozata azonban egyiittesen mar nem sikba
rajzolhato. A jaték szépségét és érdekességét éppen az adja, hogy igen nehéz lenne pontos és egyben jol kezelhets
matematikai modellt adni ra.

Befejezésiil megemlitem, hogy az eddigi tapasztalat azt mutatja, hogy négy ratermett detektiv majdnem mindig
elfogja a rablot. Igazén izgalmasnak tehat harom detektiv esetén igérkezik a jaték. Jo szorakozast!



