1. Képzeljiink el egy gytimolesoskertet, amelyben a fak szabalyos négyzetracsban helyezkednek el. Ha egy betegség
valamelyik fanal feliiti a fejét, akkor az atterjedhet a szomszédos fakra. Az atterjedés véletlenszertd és p valosziniiséggel
kovetkezik be. Ez a p fligg a fak egymastol mért tavolsagatol: minél kozelebb vannak egymaéshoz a fak, annél valdszi-
niibb, hogy a fertézés atterjed. Hogyan lehet a fakat elég kozel iiltetni egyméshoz, hogy sok gylimolesfank legyen és
ugyanakkor elkeriilni, hogy az egész kertre kiterjeds jarvanyok keletkezzenek?

2. A hagyomanyos eszpresszo-kavéf6zs vazlatat mutatja az 1. abra. Melegités hatasara a viz folott a géznyomas
megnd és atnyomja a vizet a tolcséren, amelyben a kavédrleményt elhelyezték. A kavészemcsék kozotti uton athaladva
a forro viz kioldja a kavé hatéanyagait. Minél stiriibben pakoljak a kavét, annal zegzugosabb, hosszabb lesz a viz utja
— anndl erésebb lesz az ital. Tul nagy strtség esetén azonban el6fordulhat, hogy a viz az adott nyoméason nem talal
kivezets utat — a kavéf6zs felrobbanhat. (A kavéfsz6 angolul percolator; percolation = szivargas.)
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3. Glicerol és valamilyen kétértékd szerves sav észteresedésénél térhalod jon létre. Az egyszertiség kedvéért jeloljik
a glicerolt egy ponttol kiindulé harom pélcikaval, annak megfelelen, hogy harom alkoholos ,laba” van (a 2. abra
bal oldalan latunk ilyet), a kétértékd savat pedig egy pontbodl kiindulé két pélcikaval (ilyen a 2. abra jobb oldalan
lathato). (Az z-szel jelolt helyekrol vizkilépés torténik.) A kialakuld térhalo elérheti az edény méreteit és mechanikai
szilardsagot adhat a rendszernek. Ez a gél fazis. Hasonl6 atmenet figyelhet6 meg pl. kocsonya készitésekor, vagy a
gumi vulkanizalasanal.
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4. Tekintslink egy kristalyracsot, amelyben magneses atomok vannak p koncentracioval, vagyis az atomok p-ed
része magneses. Tegyiik fel tovabba, hogy a magneses kolesonhatas rovid hatdtavolsagu, csak kozvetlen szomszédokra
terjed ki. Alacsony p érték esetén a magneses atomok kis szigetekben helyezkednek el, amelyek nem érzik egymas
hatasat. Novelve p -t egyre nagyobb fiirtoket talalhatunk, amelyekben (elegenden alacsony hémérsékleten) az ,,elemi
mégnesek” parhuzamosan allnak, de mivel az egyes fiirtok fliggetlenek egymastol, kioltjak egymas hatasat, és kifelé a
rendszer tovabbra sem magneses. Ahhoz, hogy 0-t6l kiilonb6z6 méagnesezettséget kapjunk, p-t addig kell névelni, amig
meg nem jelenik egy, az egész rendszerre kiterjedd fiirt, magneses atomokbol (3. abra).
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5. Készitsiink keveréket vezetG és szigetels elemekbdl (pl. acélgolyok + homok). Mérjiik a rendszer vezetGképességét!
A vezetGképesség gyakorlatilag 0 lesz, amig nem jon létre egy ut a toltéshordozok szaméra, amely az egész rendszerre
kiterjed. Lesz tehéat egy olyan kritikus koncentraciéja az acélgolyoknak, aminél a vezetSképesség elkezd novekedni.

A fenti példak kozos vondsa, hogy benniik rendezetlenség hatasara létrejovs véletlen kapcsolatok donts szerepet
jatszanak. Mivel hasonlé jelenségekkel nagyon sok teriileten lehet taldlkozni, érdemes elvonatkoztatni a konkrét tulaj-
donsagoktol és a kozos jellemzoket tartalmazd modellt vizsgalni. Ez a perkolaciés modell.

Képzeljiink el egy végtelen rdcsot, amelyben a kotések p valdszinidséggel betiltottek (feketék), és 1 —p valoszintiséggel
nem betoltottek (fehérek). A 4. dbra a négyzetracs példajat mutatja. Az egyméasbol betoltott (fekete) éleken keresztiil
elérhets racspontok egyiittese fiirtét alkot.
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A betoltottség jelenthet fertézésatvitelt (1), a kavészemcesék kozott a folyadék szamara jarhato utat (2), kialakult
kémiai kotést (3) stb. Az itt ismertetett modell a kdtésperkolicid. Ha nem a racs kotéseit, hanem pontjait toltjik
be p valoszintiséggel (pl. 3. abra), akkor racspont-perkolacios probléméaval allunk szemben. Noveljik a p-t 0-tol 1-ig.
Kezdetben csak kis elszigetelt fiirtoket latunk. Lesz azonban egy kritikus érték, p., amelynél megjelenik egy, az egész
rendszerre kiterjeds végtelen fiirt.
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Legyen P, annak a valészintisége, hogy egy tetszGlegesen kivalasztott racspont a végtelen fiirthéz tartozik. Ez a
perkolacios valoszintiség. Nyilvan p < pe.re Py, = 0. Az 5. abran folytonos vonallal vazoltuk P, valtozasat p flige-
vényében. Egészen kozel p.-hez P, ardnyos (p — pC)B -nal, ahol 8 egy kritikus exponens. Az exponens értéke csak a
laciot, racspont- vagy kotés-betoltést néziink. A kritikus exponensnek ezt a nagyfoku fliggetlenségét a koriilményektsl
univerzalitdsnak nevezziik. (Hasonld jelenségekkel a termodinamikai fazisatalakulasoknal — pl. folyadék — g6z atme-
netnél lehet talalkozni.) Az univerzalitas alapjan varhato, hogy valodi fizikai rendszerekben, ahol perkoléacios atmenet
van, a (3 értéke megegyezik a modellen definialtéval: 0,139 két dimenziéban és 0,45 haromban. Egy dimenziéban
nincsen értelmezve, hiszen egy lancot teljesen be kell tolteni ahhoz, hogy végtelen fiirt alakuljon ki rajta — ezért p. = 1
és nincsen p > p, tartomany. Egy dimenziéban azt is meg lehet mondani, hogy mi adott p-nél az s méretd fiirthoz
tartozas valoszintisége (tetszGlegesen kiszemelt pontra). Ez a valészintiség pl. racspont-perkolacio esetén s(1 — p)?p*,
amint azt az olvasé konnyen igazolhatja.

Sajnos a fizikailag érdekes két- és hdromdimenziés esetben mar nem ilyen egyszerd a helyzet. Egzaktul ismert még
néhany kétdimenzids probléma kritikus pontja — pl. a négyzetracs kotésperkolacional p. = 1/2. (Az 1. példaban feltett
kérdésre tehat azt lehet valaszolni, hogy a fakat olyan tavol kell egymastol iiltetni, hogy p < 1/2 legyen.) De mar a
P, fiiggvényt ilyenkor sem ismerjiik, és altalaban mar p. meghatarozasahoz is kézelitd mddszerekhez kell folyamodni.

Az egyik legalkalmasabb eljaras a rendszer szdmitogépes lejatszasa, szimuldldsa. A véletlen betoltéshez un. vélet-
lenszamok kellenek. Ilyeneket a Monte Carlo-i rulett segitségével éllithatunk els, (innen a véletlenszamokat hasznald
szamitasok elnevezése: Monte Carlo modszer). Célszert azonban a véletlenszamokat szamitogépen meghatarozni. A
véletlenszam-generdtorok olyan algoritmusok, amelyek a (0, 1) intervallumban egyenletesen eloszlatott véletlen szé-
mokat allitanak el§. Mivel egy algoritmus valojaban meghatarozott moédon kiszamit egy értéket, helyesebb al-vagy
pszeudovéletlenszamokrol beszélni, amelyek a matematikiban megfogalmazott kovetelmények alapjan véletlenszamok-
nak tekintheték. Példak véletlenszam-generdtorokra BASIC nyelven:

z=1-1.99999 x ABS(X — 0.5)
vagy A—23876519+ X : X—A-INT (A/12975433) x 12975433 : X=X /M

A legtobb szamitogépen beépitett véletlenszam-generator is talalhato, pl. a COMMODORE 64-en RND(1).
A kovetkezd BASIC-program a négyzetrdcs racspontperkoldcids problémat szimuléalja (C 64-en):

1 INPUT”L”;L : INPUT”P”; P

2FOR J=1TOL:FORK =1 TOL

3IF RND(1)>P THEN GOTO 5

4 POKE 55270 + 40« J + K, 1: POKE 998 + 40« J + K

5 NEXT K : NEXT J

6 END

A program els6 sora az L x L-es minta méretét és a P betoltési valoszintiséget olvassa be. A masodik sorban egy
kettSs ciklus kezdddik (K a sorokat, J az oszlopokat jeloli a mintan). A 3. sort lehet Monte Carlo dontésnek nevezni:
itt dol el, hogy a K, J koordinatajua pont betdltésre keriil-e. Ha a generalt véletlenszam (RND(1)) kisebb vagy egyenld
P-vel akkor igen, kiilonben a ciklus végére (5. sor) ugrunk. Betoltés esetén a képernyS megfelels négyzetét fehérre festi
a 4. sor. Mire a program lefut, a képerny6n el6ttiink all egy perkoléciés minta. Ezen szemmel eldonthetd, hogy lehet-e
E-D vagy K-NY iranyban perkolalni. Kiilonboz6 p értékek beadasaval a kritikus pontrol lehet informéciot szerezni.
Fontos a rendszer kis méretébdl eredd erds ingadozdsokat statisztika segitségével kiszlrni, és figyelembe venni, hogy
lehetnek a véges mérettel egylitt valtozd un. szisztematikus eltérések. (Téajékoztatasul: p. ~ 0,593.)

Térjiink most at valamilyen fizikai tulajdonsag perkolacios rendszeren torténd kiszamitasara. A legkézenfekvGbb
feltenni, hogy egy kotésperkolaciés racson a betoltott éleknek R ellendllasuk van, a be nem toltott élek pedig legyenek

1
tokéletes szigetelSk, vagy ami ugyanaz: toltsiik be a racsot p valoszintséggel o = — vezetSképességi elemekkel és (1—p)

valosziniséggel 0 vezetGképességi elemekkel. A kérdés most mar az, hogy mekkora lesz egy ilyen modon létrehozott
nagy (makroszkopikus) minta vezetSképessége.

Ezt altaldnosan kiszdmitani nem tudjuk — hiszen ennek a feladatnak a geometriai perkolaciés probléma részfeladata,
és méar azzal sem boldogultunk az egzaktsag szintjén. Kozelité mddszerhez kell folyamodni, ami ebben az esetben az
un. effektiv tér elmélet lehet.

A gondolatmenet — amelyet a fizikaban egyébként igen széles korben alkalmaznak — a kovetkezs: Adva van egy
sok elembdl 4ll6 rendezetlen rendszer, amelynek makroszkopikus tulajdonsagara vagyunk kivancsiak. Feltessziik, hogy
rendszeriink helyettesithet6 egy olyannal, amelynek elemei mar rendezettek. Esetiinkben a véletlenszertien betoltott
racsot egy teljesen betoltott raccsal fogjuk leirni: Az Gj rendszer elemeinek jellemzsit — itt az egyedi g,,, effektiv vezets-
képességeket — ugy kell megvalasztani, hogy azok kiadjak a keresett makroszkopikus mennyiséget. Az elemi jellemzdk
meghatarozasahoz feltessziik, hogy egy kivalasztott elemtdl eltekintve az effektiv érték érvényesiil a rendszerben. A ki-
vélasztott elemen pedig figyelembe vessziik a lehetséges allapotokat, de — mivel az effektiv jellemz6 kidtlagolt mennyiség
— ezek hatasanak el kell tinnie.

1986-12-468-1.eps

6. dbra



Vizsgaljuk tehat a kovetkezd problémat: Adott egy racs, amelynek elemei g, vezetSképességiiek, kivéve egy élt,
amelyen a vezetGképesség go és amelyrdl feltessziik, hogy p valoszindséggel o, 1 — p valoszintséggel 0 értéket vesz fel (6.
abra). Ha go is g,, lenne, akkor a fesziiltség sorrol sorra V,,-mel esne, igy azonban a g, — go kiilonbségbdl eredd eltérést
kompenzélni kell az A pontban bevezetett és B pontbol elvezetett ip drammal, ha a fesziiltségesokkenést tovabbra is
egyenletesnek akarjuk tartani. Természetesen a

(1) Vm(gm - 90) =g

egyenlet hatarozza meg ig-t. Tetszéleges g,,, esetén ilyenkor az A és a B pontok kozott egy Vp kiilon fesziiltségjarulék
esik annak kovetkeztében, hogy ig folyik A és B kozott, tehat

‘/0 = 7;O(QO + G;‘B)a

ahol G4 5 az egész racs A és B pontok kozott mérhets vezetSképessége, ha az AB él nincs jelen. Nyilvan Gy = Gap—
gm, ahol G ap a g, vezetGképességii élekkel teljesen betoltott racs vezetSképessége AB kozott. G op kiszamitasahoz
el6szor fontoljuk meg, hogy mekkora fesziiltség esik AB kozott, ha ig-t A-nal be-; B-nél pedig kivezetik. Ha kilén
vezetjiik be, ill. ki az aramot, akkor szimmetria okok miatt nyilvanvald, hogy mindkét esetb6l io/4 jaruléek adodik;
tehat az AB élen Gsszesen ig/2 aram folyik, amib6l

. 19/2 .
GAB—ZO/ [L] =2gm, vagyis G4 = gm.

Im

Vo-ra tehat Vo = io/(go + gm) adodik. Az effektiv tér elmélet alapjan ett6l a Vo-tol koveteljiik meg, hogy dtlagban
ttinjon el. Mivel go p valosziniséggel o és (1 — p) valoszintséggel 0, (1) felhasznalasaval

(%)étlag = me(gm - U)/(gm + 0') + (1 _p)Vma

vagyis gm = (2p—1)o. Lathato, hogy a vezetSképesség p = 1/2-ben, a négyzetracs kotésperkolacio kritikus pontjaban 0-
va valik, tehat az itt vazolt kozelits elmélet az egzakt perkolacios kiiszobot ebben az esetben visszaadja. Megjegyezziik,
hogy 0Osszevetve az elmélet eredményeit pl. szimulacié utjan nyertekkel, az egész 1/2 < p < 1 tartoméany nagy részén
kitling az egyezés, csak p. kozvetlen kérnyezetében mutatkozik eltérés. Természetesen az effektiv tér elmélet nemcsak
négyzetracsra, hanem tetszéleges racsra alkalmazhaté az itt vazolt forméban.

Osszefoglalva: perkoldcids probléméval allunk szemben, ha valamilyen rendszer tulajdonsagai a benne levs vélet-
lenszerien létrejott — vagy megszakadt — kapcsolatoktol fliggenek. Célszertinek bizonyult a modell-alkotds: a perkolécids
modell matematikai formaban fogalmazza meg a vizsgalt jelenség lényegét. Egzakt megolddsokat sajnos csak kevés és
tobbnyire érdektelen (pl. 1-dimenzids) esetben ismeriink. Ezért kdzelité modszerekhez kellett folyamodni: ilyenek a
Monte Carlo szimuldcio és az effektiv tér elmélet. A perkolacios jelenségkor kiilonosen vonzo sajatossaga, hogy a prob-
lemék kozérthetSen megfogalmazhatok, és gyakran az alkalmazott modszerek is viszonylag egyszertiek. Igy azutan
el6fordulhat, hogy kozépiskolas didk is részt vesz 1) kutatasi eredmények létrehozasédban.
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