Elsd fordulo

1. Egy konyv lapjait megszamoztuk 1-gyel kezdve 1986-tal bezarolag. Hanyszor fordul el6 a szamozasban az 1-es
szamjegy?

2. Ha egy a oldalta négyzetet parhuzamosan vetitiink az egyik oldalaval parhuzamos e egyenesre, akkor a vetiilet 3a
hosszisagu szakasz lesz. (Sikidom egyenesen valo vetiiletét azok a pontok alkotjak, amelyeket a sikidom Gsszes pontjan
at huzott, egy adott irdannyal parhuzamos egyenesek metszenek ki az adott egyenesb6l.) Mekkora szoget zarnak be a
vetitGsugarak az e egyenessel?

3. Hatarozza meg azokat az ai, aq, ..., a14 pozitiv egész szamokat, amelyek kielégitik a

391 4392 4 ...+ 3% = 6558

egyenlGséget!

4. Az ABCD szabalyos tetraéder D cstucsabol a szemkozti ABC lapra bocsatott meréleges szakasz (magassagvonal)
felezGpontjat jelolje P. Jelolje tovabba rendre tapc, tapp, teop, tcap az ABC, ABP, BCP, C AP haromszogek
teriiletét!

Igazolja, hogy

thpe = thpp +1hep +1Eap-
(Szabalyos tetraédernek nevezziik azt a haromszog alapa gulat, amelynek élei egyenlsk.)

5. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges a, b, ¢ egész szamok esetén az

abe(a® — b)) (b? — ) (c? — a?)

szorzat oszthatd 80-nal!
6. Hatarozza meg azoknak az (z; y) pontoknak a halmazat, amelyeknek koordinatéira egyidejileg fennallnak a
kovetkez6 egyenl6tlenségek:

0<x< 2,
0<y<2m,
cos (x —y) < cos (z + ).

7. Az O; kozépponta ky és az Oz kbzéppontu ko kor az A pontban metszi egymast (O1 a ko koron, Os pedig a
k1 koron kivil van). Az O1 A egyenes a ko kort a Ko pontban, az Oz A egyenes a ki kort a K7 pontban metszi még
egyszer.

Igazolja, hOgy O1 KoK <= 010:K; <.

8. Az 21, xo, ..., x, valos szamok egyidejileg kielégitik az alabbi egyenleteket:
2
200 = x1 + —,
Z1
2
2x3 = 9 + —,
€2

2Ty, = Tp_1+
Tn—1

2
2r1 = 1 + —.
Tn

a) Bizonyitsa be, hogy |#1 + o + ... + x| > nV2.
b) Oldja meg az adott n egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert!

A mdsodik fordulo feladatai
I. kategoria
1. Oldja meg az egész szamok halmazan a kovetkezs egyenletrendszert:

22 4y 4 22 =378
r+y+z2z=0.

2. Bizonyitsa be, hogy ha egy haromszogben a szogek tangensei szamtani sorozatot alkotnak, akkor a szogek
kétszeresének sinusai szintén szamtani sorozatot alkotnak.



3. Egy 1idiil6 barmely 3 lakoja kozott van kettd, aki nem ismeri egymast; de barmely 7 kozott van legalabb kettd,
aki ismeri egymast. Az idiilés befejeztével mindenki megajandékozza minden ismerdsét egy-egy ajandéktérggyal.
Bizonyitsa be, hogy n lako esetén legfeljebb 6n targy keriil ajandékozasral

II. kategoria

1. Jelolje rendre A, B, C, illetleg D egy paralelogramménak — valamilyen koriiljaras szerint — egymas utan
kovetkezs négy csucsat!

Legyen E az AB oldalnak az a pontja, amelyre 2- AF = EB; F' a BC oldalnak az a pontja, amelyre 2- BF' = F(,
G a CD oldalnak az a pontja, amelyre 2 - CG = GD; végiill H a DA oldalnak az a pontja, amelyre 2- DH = HA.

Hanyadrésze az ABCD paralelogramma teriiletének annak a négyszognek a teriilete, amelyet az AG, BH, CE és
DF egyenesek zarnak kozre?

2. Fessiik be egy 3 x 7 mez6t tartalmazoé ,,sakktabla” minden mez6jét — tetszés szerinti elosztasban — vagy kékkel
vagy sargaval!

Nézziik meg ezutan ennek a ,,sakktablanak” valamennyi olyan, m x n mez6&bdl all6 — téglalap alakt — részét, ahol
2<m<3és2<n<T.

Bizonyitsuk be, hogy ezek kozott a ,résztablak” kozott mindig van legaldbb egy olyan, amelynek mind a négy
sarkaban azonos sziniiek a mezdk — barhogyan szineztiik is ki ,,sakktablankat’!

3. Oldjuk meg a

3"+4"+ .+ (n+2)"=(n+3)"

egyenletet a pozitiv egész szamok halmazan!

III. kategoria

1. Egy kiilonb6z6 szamokbol allé szamtani sorozatroél tudjuk, hogy kilencedik tagja a masodik tag kobével egyenld,
tovabba a méasodik tag négyzete és negyedik hatvanya is tagja a sorozatnak.

Irjuk fel a sorozat els6 két tagjat!

2. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢, d tetsz6leges pozitiv szdmok, akkor

a_|_b_|_c_|_d>2
b+c c+d d4+a a+b "

3. Az ABCD tetraéder AB élének hossza a, a CD élé b, az AB és CD élek felezGpontjainak a tavolsaga k. Mekkora
lehet maximalisan a tetraéder térfogata?

IV. kategoria

1. Egy tetraéder kitérg élparjainak felezGpontjait 0sszekots szakaszok paronként merdlegesek egymasra. Igazolja,
hogy a tetraéder magassidgvonalai egyenld hosszisaguak!
2. Az (uy,) (Fibonacci) sorozat definicidja:

ug, Uy =1 és Upyo=1uUp+ Up+1, ha neN.

n

Igazolja, hogy a Z —— sorozat konvergens és szamitsa ki a hatarértékét!
Uk
k=1
3. Bizonyitsa be, hogy 1-t6] 1986-ig a természetes szamok kiszinezhet&k pirossal és kékkel dgy, hogy ne forduljon
el olyan 18 tagu szamtani sorozat, amelynek minden eleme azonos szinii!



