1. Feladat. Legyen d 2-t6l, 5-t6l és 13-tol kilonbozé pozitiv egész szdm. Bizonyitsuk be, hogy a {2, 5, 13, d}
halmaznak van két kilonbozd a, b eleme, amelyre ab — 1 nem négyzetszam.

Megoldas. Elegendd belatni a kovetkezs allitast: ha d pozitiv egész szam, akkor a 2d — 1, 5d — 1 és 13d — 1 szamok
koziil valamelyik nem négyzetszam. Tegyiik fel ugyanis ennek ellenkezGjét, vagyis hogy alkalmas a, b, ¢ pozitiv egész
szamokkal

(1) 2d — 1 = a?
(2) 5d — 1 =b?
(3) 13d —1=c%

(1)-bél leolvashato, hogy a paratlan. Ekkor a? 4-gyel osztva 1-maradékot ad, és igy d is paratlan. Most (2)-t és (3)-at
tekintve adodik, hogy b és ¢ paros. Vonjuk le (3)-bdl (2)-t:

(4) 8d = c? — b,
c+b c—b
2d = . .

(5) d=— 5

Ha b és ¢ koziil egyik 4-gyel oszthatd, masik pedig 2 maradékot ad 4-gyel osztva, akkor (5) jobb oldaldnak mindkét
tényezGje paratlan, ez tehat nem lehet. Ha viszont b és ¢ 4-gyel osztva ugyanazt a maradékot adja, akkor (5) mindkét
tényezGje paros, amib6l d paros volta kovetkezik. Ez az ellentmondas igazolja allitasunkat.

(Benczir Andrds)

2. feladat. Adott az A1 A3As hdromszog és a sikjaban levé Py pont. Definidljuk s > 4 esetén az As pontot igy:
As = As_3. A P,y1 pontot ugy nyerjik, hogy a P, pontot A,y1 kiril az dramutato jardsival megegyezd iranyban
120°-kal elforgatjuk. Bizonyitsuk be, hogy ha Piogg €és Py megegyezd pontok, akkor az Ay As Az hdromszog szabdlyos.

1986-11-356-1.eps

—
Megoldas. Vizsgéljuk meg el6szor azt, hogy harom egymaést kovets elforgatas soran mi torténik az A; Py vektorral.
Barmelyik elforgatas a vektor iranyat 120°-kal valtoztatja, hosszat pedig megtartja. Igy ha a harom elforgatas utani

A P; képét tekintjiik, akkor A Py = A’ Py adodik. Tehat Ay PyP3 A négyszog paralelogramma, PyP; = A; A}. Hasonlo
gondolatmenettel adodik PsFPs = A1 A7, altalaban Psi Psgy3 = A1 A} minden k természetes szamra. Ezért Py Pioge =

- PO—P?,> + m +...+ P1983P1986 = 662 - A1A1; tehét, mivel PO = Plggﬁ, POP1986 és igy m is nullvektor, Vagyis Al
megegyezik A}-vel.

Most kovessiik nyomon azt, hogyan nyerjiik A}-t A;-b6l. Az A; koriili elforgatas helyben hagyja Aj-et, majd az As
koriili 120°-os elforgatas A7Y-be viszi. A}-t pedig az A3z koriili (az el6zével megegyezd irdnyt) elforgatas viszi A; = Al-
be. Ezért A; As AY A3 négyszog rombusz, melynek As-nél levs szoge 120°-os, igy Aj-nél 60°-os szdge van. Tehat az
Aj As As haromszog, melynek A; As és Aj As oldalai egyenlSk, valoban szabalyos.

(Liptdk Ldszld)

3. feladat. Egy szabdlyos 0tszdg csicsathoz eqy-eqy egész szdmot rendelink gy, hogy dsszegiik pozitiv legyen.
Megengedett a kévetkezd mivelet: ha harom szomszédos csics X, Y, Z és a hozzdjuk rendelt szimok x, y, z, és y < 0,
akkor az x, y, z szimok helyére ugyanilyen sorrendben az x+vy, —y, z+vy szamokat irjuk. Ezt a miveletet ismételgetjik
addig, amig csak taldlhato negativ y. Dintsik el, vajon minden esetben véget ér-e az eljdards véges sok lépés utdn!

Megoldas. Az eljaras véges sok lépés utdn minden esetben véget ér, fiiggetleniil attol, hogy milyen sorrendben
végezziik el a 1épéseket. Legyen az 6tszog cstucsaihoz rendelt 6t szadm kezdetben ag, b, co, do, €g, az n-edik ,,miivelet”
elvégzése utan pedig ay,, by, cn, dn, €,. Vildgos, hogy barmely lépés utan a szamok egészek maradnak, és Osszegiik
nem valtozik, tehat pozitiv marad. Definidljuk az S, nem-negativ egész szamot igy:

Sp = (an — cn)2 + (b — dn)2 + (en — en)2 + (dn — an) T (en — bn)2.

Ha valamely k természetes szamra az ag, by, ¢k, di, e szamok k6z6tt van negativ (mondjuk ¢, < 0), akkor a kévetkezd
lépés utan nyert apy1 = ag, bgr1 = bg + ¢k, Ckr1 = —Ck, di+1 = di, + Ck, k41 = € szdmokra Sk < Sk. Ugyanis
behelyettesitéssel

Sk+1 — Sk = 2¢x(ar + b + cx + di; + ex),

és itt cp <0, ag + b + ¢ + di, + ex > 0, mint azt mar emlitettiik. Ez pedig azt jelenti, hogy Sy, S1, Se, ... szigortan
csokkend nem negativ egész szamok. Igy sorozatuk csak véges hossziisagu lehet, vagyis az eljaras véges sok lépésben
mindig véget ér.



(Kés Géza)

4. feladat. Legyenek A és B egy O kozépponti szabdlyos n-szég (n > 5) szomszédos csicsai. Eqy, az OAB
hdromszaggel eqybevigo XY Z hdromsziggel eldszor befedjik OAB-t, majd az X pontot igy mozgatjuk — mindig az
n-szog belsejében —, hogy ekdzben azY és Z pontok dllandoan az n-szog oldalain legyenek. Milyen alakzatot ir le X, ha
Y befutja az n-szog hatdrdt (keriletét)?
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Megoldas. Allitjuk, hogy a keresett ponthalmaz n darab zart szakaszbol 4ll, amelyek hossza OB

és amelyek az n-szog csicsait O-val Osszekotd szakaszok O-n tili meghosszabbitasai.
Ha Y és Z két szomszédos csiicesal esik egybe, akkor X = O; a tobbi esetben X két szomszédos oldal altal hatarolt
kisebbik szogtartoméanyban helyezkedik el (ennek igazolasatol most eltekintiink).
27

Legyen most Y az AB, Z pedig a vele szomszédos BC oldal belsé pontja. Ekkor YBZ < = ABC < =7 — -
2
YXZ«q= —W, e két sz0g Osszege tehat m, vagyis az XY BZ négyszog harnégyszog. Mivel XY = X Z, az XBY és XBZ

n
szogekhez egyenld ivek tartoznak, ezért X BY < = XBZ <; az X pont az Y BZ <« = ABC < szogfelez6jén helyezkedik
el.

Vizsgéljuk most meg, mekkora lehet a BZ tavolsag! ElGszor belatjuk, hogy BX > OB. Ugyanis XY B<+XZB < =
m, igy koziilik az egyik legalabb g, mondjuk XZB< > g De XBZ < < g, ezért az XZB haromszogben ezen

szogekkel szemben fekvs oldalakra BX > XZ adédik X ZB < > XBZ < miatt. Es itt XZ = OB. Méasodszor BX
szakasz hosszéra fels6 becslés az XY BZ hurnégyszog koré irhatd kor atmérdje. Ez pedig a szinusztétel segitségével

Yz OB _ OB
sinYXZ< * T\ o
sin | = — — cos —

2 n n

Ehhez hozzavéve a megoldés elején emlitett X = A, Y = B, Z = O esetet,

OB 1
0<0OX<———-0B=O0OB -1
™ ™
cos — cos —
n n

adodik. Ha pedig gondolatmenetiinket elvégezziik a tobbi szomszédos oldalparra is, akkor kideriil, hogy X csakis a
megoldas elején leirt ponthalmaz pontja lehet.
Hatravan még annak igazoldsa, hogy az emlitett halmaz minden pontja megfelels. Legyen X' a BO félegyenesen tgy,

OB
atmeérdji korok valamelyikét (ha BX' = ,
T T

OB
hogy OB < BX’ < ——. Rajzoljuk meg a B-n és X'-n dtmend,
T
cos — cos — cos —
n n n
akkor csak egy ilyen van). Az olvasora bizzuk annak igazolasat, hogy ez a kor metszi az AB és BC' szakaszokat. Jeloljiik
ezen metszéspontokat Y'-vel és Z'-vel. Mivel Y'BX' <« = X'BZ' «, azért X'Y' = X'Z’. Masrészt mivel X'Y'BZ’
27
négyszog harnégyszog, Y' X'Z' < =7 — Y'BZ' < = —. Ezért az X'Y'Z’ haromszog hasonlé az ABO haromszoghoz,

n
koriilirt koreik pedig ugyanakkordk, ezért a két haromszog egybevago. Ez a meggondolas bizonyitja, hogy a megadott
ponthalmaz minden pontja jo.

(Kés Géza)

5. feladat. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan f fiigguényt, amely a nem—negativ valds szamok RBL halmazan van
értelmezve, csak nem—negativ valds értéket vesz fel és teljesiti a kovetkezd hdrom feltételt:

(a) f(x ' f(y)) -fly) = flz+y) minden =z, y€ Rar esetén;
(0) f(2) =0
(c) f(x)#0, ha 0<ax<2.

Megoldas. El6szor két egyszert megallapitast tesziink. Egyrészt f(0) = 1, hiszen az (a) feltételt z = y = 0 esetén
alkalmazva f(0) = f(0- f(0)) - f(0) =



= f(0)2, tehat f(0) értéke csak 0 vagy 1 lehet, de az els6 lehetSséget a (c) feltétel kizarja. Masrészt x > 2 esetén
f(z) = 0 adodik kdnnyen, ha az (a) feltételbe x — 2 és 2 értékeket frunk: f(z) = f((z —2) - f(2)) - f(2) = 0 a (b)
feltétel miatt.

Tegyiik fel most, hogy 0 < = < 2, ekkor persze 0 < 2 — x < 2 is teljesiil, és igy az (a) feltételt alkalmazva a 2 — z
és x szémokra f((2 — z) - f(z)) - f(z) = f(2) = O adodik. Itt (c) miatt f(z) # 0, (2 —z) - f(x)) = 0, tehat ismét

2
csak (c)-t alkalmazva a (2 — z) - f(z) > 2, (z) > 7%

egyenlGtlenséget kapjuk. A tovabbiakban belatjuk, hogy itt

2 2
egyenltség all. Tegyiik fel ugyanis, hogy valamely 0 < y < 2 esetén f(y) > Ey— vagyis f(y) = —— +d, ahol d

2 — 2—y
2
pozitiv. Ekkor talalhato olyan z pozitiv szam, melyre 0 = <z <
Y —+d
2—y )
< 2 —y. Erre az z, y parra  + y < 2, tehat f(xz + y) > 0; valamint = - f(y) > 2, f(x : f(y)) = 0 all fenn. Igy az (a)
2
feltétel nem teljesiil rajuk, és ez az ellentmondés mutatja, hogy valoban minden 0 < y < 2 esetén f(y) = 5o Az

eddigiek soran tehat megallapitottuk, hogy a feladat feltételeinek csak a kovetkezo fiiggvény tehet eleget:

2
f@)=d7==% ha 0<z<?2

0 ha =z > 2.

Most mar csak azt kell megvizsgalnunk, hogy ez a fiiggvény valéban megfelel-e a kovetelményeknek. Ezt azonban az
olvasora bizzuk, kdnnyen lathato, hogy ez a fiiggvény jo.

(Bdéna Miklos)

6. feladat. Adott a sikban egy véges sok rdcspontbdl dllé halmaz. Déontsik el, vajon minden esetben lehetséges-e
ezek kézil a pontok kozil néhdnyat pirosra, a tobbit pedig fehérre szinezni gy, hogy minden olyan egyenesen, amely
parhuzamos valamelyik koordindta—tengellyel, a rajta lévd piros pontok szama legfeljebb 1-gyel térjen el az ugyancsak
rajta lévd fehér pontok szamdatol.

Megoldas. A pontok szamaéara vonatkozo teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy mindig létezik a kivant szinezés.
Egy pont esetén az allitas nyilvanvalo. Tegyiik fel tehat, hogy n > 2, és n-nél kevesebb pont esetén kiszinezheték a
pontok az el6irt médon, és megadjuk az n pontnak egy megfelels szinezését.

Ko6nnyt dolgunk van, ha taldlhaté olyan P pont, melynek sordban tovabbi pont mér nincs. Ekkor P-t elhagyva a
megmaradt (n — 1) pontot szinezziik ki a megfelel6 modon, és ha P oszlopaban legalabb annyi piros pont van, mint
fehér, akkor P-t szinezziik fehérre, ha eggyel tobb fehér pont van, mint piros, akkor pedig pirosra. Ekkor az n pontnak
egy jo szinezését kaptuk, hiszen P sordban és oszlopaban teljesiil a feltétel, a tobbi sorban és oszlopban pedig nem
tortént valtozas. Hasonlé a helyzet, ha van olyan P pont, melynek oszlopaban nincs tovabbi pont. Vizsgaljuk tehat
azt a fennmaradé esetet, amikor minden pont sordban és oszlopdban is van tovabbi pont. Ekkor egy tetszéleges A
pontbdl kiindulva, annak soraban vélaszthatunk egy t6le kiilonb6z6 Ay pontot, As oszlopdban As-t, As soraban Ay-t,
és igy tovabb felvaltva. Minthogy véges sok (n) pontunk van, véges sok lépés utan az A;, As, ... pontsorozatban olyan
tagot kell valasztanunk, amely mar szerepelt. Legyen tehat A, = A,(r > p) az els6 ilyen ismétlédés. Ha r — p paros,
akkor az Ay, Apt1, ..., Ar—1 sorozatban minden tag az egyik szomszédjaval egy sorban, a masikkal egy oszlopban van
(ha A,_1-t és Ap-t is szomszédoknak tekintjiik). Gondoljunk utana, hogy ha r — p paratlan, akkor ugyanez mondhato
az Ap+1, Apt2, ... Ap—1 sorozatrdl. Hagyjuk el tehat ezen sorozat pontjait, a maradékot az indukcios feltétel szerint
kiszinezhetjiik a kivant moédon, a sorozat pontjait pedig szinezziik ezutan felvaltva pirosra, ill. fehérre. Ekkor az n
pontnak egy jo szinezését kapjuk, hiszen minden sorban és oszlopban ugyanannyival valtoztatjuk meg a piros, ill. fehér
pontok szamét. Ezzel az indukcids 1épést elvégeztiik, a feladat kérdésére igenls valaszt adhatunk.

(Téth Géza)



