Hogyan készithetink pontokbdl szdmokat?

Ha az egyenes pontjair6l van sz6, akkor ez nagyon egyszerd. Ha mar kivalasztottuk a szdmolas kiindulési pontjat (a
,nullat”) és egy irdnyitott szakaszt (az egységet”), akkor az egyenesbdl szamegyenest készithetiink, és ezzel az egyenes
minden pontjabol egy valos szamot kapunk, a pont koordinatajat (1. abra).
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1. dbra

A sik pontjainal bonyolultabb a helyzet. Ha megvalasztottuk a kiindulasi pontot (az origot) és két egymasra merd-
leges tengelyt, akkor a sik minden pontjéhoz hozzarendelhetjiik az (x; y) szdmpéart, a koordinatait a sikon. Ahhoz, hogy
ezek a szdmparok, , dupletek” szamként viselkedjenek, meg kell tanulnunk ezeket a dupleteket ,;6sszeadni” és ,,szorozni”,
méghozza Ggy, hogy az Osszeaddas és szorzés szokasos tulajdonsidgai megmaradjanak (kommutativitds, asszociativitas,
disztributivitas, az inverz miveletek, a kivonas és osztas létezése).
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2. dabra

Az Gsszeadés egyszert. A dupleteket vektorokként természetes modon adhatjuk dssze — koordinatanként (2. abra):
(1) (@3 y)+ @ y) = (@+a"sy+y).
A szorzassal mar bonyolultabb a helyzet Egy nem tul bonyolult formula azonban itt is megadja a megoldast:
(2) (25 y) - (25 ) = (22’ —yy’s 2y’ + 2'y).

Nem nehéz ellendrizni, hogy a dupletek ezen szorzasa az (1) Osszeadassal egytitt kielégiti az el6zGekben felsorolt szokasos
tulajdonsagokat. Ily moédon a dupleteket az (1) és (2) miveletekkel teljes értéki szdmhalmaznak tekinthetjiik.

Val6jaban a dupletek nem masok, mint a komplex szamok. Altalaban nem (z; y) alakban irjak fel Gket, hanem
x + yi formaban, ahol i — a képzetes egység (a (0; 1) duplet ), amely a kovetkezs érdekes tulajdonsaggal rendelkezik:
(i =1i-i= —1). Ez aztan lehet6vé teszi a négyzetgyokvonast (a komplex szamok korében) negativ szamokbol.

De hogyan készithetnénk szamokat a tér pontjaibél? Egy koordindta-rendszert bevezetve a pontokat itt is koor-
dinataikkal lehet megadni, de mar nem kett6vel, hanem harommal: (z; y; z). Ezeket a szamharmasokat, tripleteket
természetes modon lehet koordindtanként osszeadni:

(3) (5 y; 2) + (25 ys 2) = (@ +a"s y+ 95 2+ 7).

A tripleteket majd akkor tekinthetjiik szamoknak, ha taldlunk egy modszert a szorzasra, amely a (3) Gsszeadassal
egyiitt rendelkezik ennek a két miveletnek a szokasos tulajdonsigaival. Tobbek kozott, hogy a szorzasnak létezik
inverze (osztas a nemnulla elemekkel).

Hogyan lehet hat szorozni a tripleteket? Ez a feladat 1833-ban kezdte el foglalkoztatni Hamilton (1805-1865) ir
matematikust. De err6l a rendkiviili emberrél érdemes kiilon is szélni.

Hamilton

Hamilton sokoldalu és igen tehetséges ember volt. Tiz éves kordban Homérosz sok versét tudta fejbdl, tizennégy
évesen pedig mar kilenc nyelvet beszélt. 1824-ben az Ir Kiralyi Akadémia lapjaban jelentette meg a geometriai optikarol
sz616 munkajat, 1827-ben megkapta Irorszag kiralyi csillagaszanak cimét.

1833-ban Hamilton a Dancing-i (Dublin mellett) obszervatorium igazgatojanak posztjat toltotte be, és sok optikai
és analitikus mechanikai munka szerzGjeként volt ismert. A geometriai optika teriiletén elért eredményeibdl kiindulva
megjosolta a kétszeres kiupszerd torés jelenségét a két tengelyd kristalyokban, amelyre aztdn kollégaja, Lloyd, hama-
rosan példat is talalt.

Egy hosszu évtizeden keresztiil probalt Hamilton valamilyen ésszerd szorzast talalni a tripletek kérében — sikertele-
niil. Késébb egy fidnak irott levélben igy emlékezett erre: ,Minden reggel, amikor lejéttem a reggelihez, te és az 6cséd,
William Edvin, altalaban megkérdeztétek: Nos, apa, tudsz mar tripleteket szorozni? Amire kénytelen voltam mindig
banatosan azt valaszolni: Nem, csak 6sszeadni és kivonni tudom 6ket.”

Vektorszorzas

A feladat, aminek a megoldasaval Hamilton kisérletezett, eleinte egyszeriinek tiint. Az, hogy hogyan kell 6sszeadni
a vektorokat, vilagos (a (3) formula alapjan), méar csak a szorzas képletét kell megtalalni, valamilyen, a dupletek

LA koordinatankénti (x; y)(z; y) = (z - x; y - y) szorzas nem vezet semmi jora; az igy értelmezett miveletnek nincs inverze. (Példaul a
(0;2) dublettel nem lehet osztani.)



