Az Elet és Tudomény cimi folyéirat Gondolkodas iskolaja rovatanak ez évi 5. feladata a kovetkezs volt (némi
atfogalmazéssal):

"Periodikus-e a kettéhatvanyok utolso két szamgjegyébdl alkotott sorozat?”

A kérdés az un. "skatulyaelv" felhasznalasaval egyszertien megvalaszolhatd. A skatulyaelv lényege az az egyszerd
tény, hogy ha n + 1 targyat legfeljebb n skatulyaba helyeziink, akkor valamelyik skatulyaba legalabb két targy keriil.
A feladatunkban ezt ugy lehet kihasznalni, hogy elGszor megmutatjuk, hogy van két kiilonb6z6 kettGhatvany, amely
ugyanarra a kétjegyd szamra végzédik. Valoban, az utolsd két jegy legfeljebb szazféle lehet: 00, 01, ..., 99, és igy az
els6 101 darab kettShatvany kozott mar lesz két olyan, amelyeknek utolsé két jegye azonos.

A kovetkezd észrevétel az, hogy ha a 2F 65 a 2™ hatvanyok ugyanarra a kétjegyid szdmra végzGdnek, akkora okt
nek és a 2™ 1-nek is azonos az utolsé két jegye. Amikor ugyanis a 2F szamot kettGvel szorozzuk, az eredmény utolsé
jegye csak a 2F szam utolso ket jegyétol fiigg, s ez az utolsod két jegy a 2F 65 2™ szamoknal ugyanaz.

Ez azt jelenti, hogy ha 2% és 2™ (k < m) utolso két jegye azonos, akkor a 2¥+1 a5 2mF1 g 2F+2 a5 2m+2  szamok
is ugyanarra a két jegyre végzédnek, vagyis a 28 281 ok+2 - 9m—1 kettGhatvanyok utolso két jegye a vizsgalt
sorozat egy peridédusat adja.

Azonnal felmeriil a kérdés, vajon mekkora a kettShatvanyok utolso két jegyébdl alkotott sorozat legréovidebb peri-
6dusa. (Perioduson — és annak hosszan — altalaban a legrévidebb periodust értik, ezentul mi is egyszertien periodust
mondunk legrévidebb periddus helyett.)

A skatulyaelvre tdmaszkodd bizonyitasbol lattuk, hogy 101 egymads utani kettShatvany kozott mar van kettd,
amelyek azonos kétjegyd szamra végzédnek, igy a periddus hossza a szazat nem haladja meg. Némi szamolassal
felirhatjuk a periodust (csak az utolso két jegyet kell kiszamolnunk), s a kévetkezd sorozatot kapjuk :

02, 04, 08, 16, 32, 64, 28, 56, 12, 24, 48, 96, 92, 84, 68, 36, 72, 44, 88, 76,

52, 04, 08, 16, ...

Lathato tehat, hogy a vart 100 koriili periddushossz helyett a legrovidebb periédus hossza csupén 20.

Meég egy fontos észrevételt tehetiink a sorozat kezdetével kapcsolatban. Jogosan meriil fel ugyanis, hogy a 2! = 2
utolséd két jegyén mit értsiink. A fenti sorozatban ezen a 02-t értettiik. JOl mutatja azonban ennek a vilasztasnak az
onkényességét az, hogy a 02 ezutdan sehol sem fordul el§ a periddusban, igy a sorozatban sem. Az ilyen problémék
elkeriilése végett a sorozat periodikussidgan azt értjiik, hogy a sorozat valahonnan — nem feltétleniil az elsé tagtol
kezdve — periodikus, s kés6bb majd latni fogjuk a magyarazatot a sorozat elejének szabélytalansagara. (A figyelmes
olvaso észrevehette, hogy a feladatra adott el6z6 bizonyitas is ilyen értelemben bizonyitotta a periodikussagot.)

Az eredeti feladatot altalanosabban is megfogalmazhattuk volna ugy, hogy a kettShatvanyoknak nem az utolséd
két, hanem az utolsé k jegyébdl alkotunk sorozatot, és ennek a periodikussagat vizsgaljuk. Az el6z6 gondolatmenet
minimélis valtoztatassal most is alkalmazhatoé.

A bizonyitasbol azonban ismét csak annyi deriil ki, hogy a periédus hossza 10¥-nél nem lehet nagyobb, de konkrét
értéket nem kapunk, pedig mar a k = 2 esetben is lattuk, hogy a 10? becslés nagyon durva. Az alabbiakban azt
vizsgaljuk, hogy hogyan lehetne ezt pontosabba tenni. (Kiilon utalas nélkiil ezenttl minden betii egész szamot jelol.)

A lényeges észrevétel az, hogy a periodus hosszara kapott 10% nagysagu korlat jelentGsen javithato, ha figyelembe
vessziik, hogy nem az Osszes legfeljebb k-jegyd szam lehet a vizsgalt periodus tagja. Egyrészt a periodus minden tagja
oszthat6 2¥-nal, mint egy k-nal magasabb kettShatvany és egy 10*-nal oszthato szam kiilénbsége, masrészt egyetlen
tag sem oszthato 5-tel. Szamoljuk Gssze, hogy hany legfeljebb k -jegyi szam van, amely 2¥-nal oszthato, de 5-tel nem.
A0, 1, 2,..., 10¥ — 1 szamok kozott nyilvan 10* : 2% = 5% darab 2¥-nal oszthat6 szam van. Ebbdl le kell vonnunk
a 27 . 5-tel is oszthatoé szamok szamat, ilyenekbsl 10 : (27’“ -5) = 5F=1 darab van. Igy azt kaptuk, hogy 4 - 5h—1
olyan legfeljebb k-jegyt szam van, amely a periddusban — oszthatosagi meggondolasok miatt — el6fordulhat, s mivel a
periodusban nincs két azonos tag, ezért legfeljebb ilyen hosszi a periodus.

Eszrevehetjiik, hogy a k = 1, 2 esetben a periodus hosszara kapott 4 - 5571 felsg becslés pontos. Vajon igaz-e ez
més k értékekre is?

Ha tudnank, hogy a periédus hossza pontosan 4-5~1, akkor ez azt jelentené, hogy minden olyan legfeljebb k-jegyt
szam valoban el6 is fordul a periodusban, amely 2*-nal oszthato6 és 5-tel nem. Igy pontosan megmondhatnank, hogy - a
sorrendtdl eltekintve — mely k-jegyi szdmokra végz6dnek a kettGhatvanyok. Nézziik, mire hasznalhato ez a felismerés!
Ekozben egy kis kitér6t tesziink.

*

Az Elet és Tudomany 1985/51. szdmaban megjelent a kitiizott alapfeladat megoldasa, s utdna tobb, igen nehéznek
latsz6 kérdés meriilt fel a kettShatvinyok szamjegyeivel kapcsolatban: Igaz-e példdul, hogy bizonyos kettéhatvanytol
kezdve mdr valamennyi kettéhatvdany tizes szamrendszerbeli alakjiban a 0,1,...,9 szamjegyek mindegyike eldfordul?
Vagy ellenkezdleg: van-e végtelen sok kettéhatvdny, amely csak bizonyos szamjegyeket — példdul egyest és kettest —
tartalmaz? (Egyaltalan a trivialis 2° és 2'-n kiviil van-e még ilyen kettShatvany?)

Megoldani nem fogjuk ezeket a problémaékat, de rdmutatunk arra, hogy a megoldas egy kézenfekvd dtja nem
jarhato, s kdzben egy érdekes tételt kapunk, amelynek egyszert bizonyitasdhoz a fenti periodushossz pontos ismeretére
is sziikség van.

Ha azt szeretnénk megmutatni, hogy nem létezik végtelen sok olyan kettShatvany, amely csak az 1 és a 2 szamje-
gyekbdl all, akkor természetesnek latszik a kovetkezs gondolat. A kettShatvanyok utolsé k jegye (minden k természetes
szamra) periodikus. Ha tehat sikeriilne igazolni, hogy valamely k-ra a kettGhatvanyok utolso k jegyébdl alkotott soro-



zat periédusdnak minden tagjdban van egyestsl és kettestdl kiilonbozé szamjegy, akkor egy bizonyos kettGhatvanytoél
kezdve (ahonnan a periodikussag kezdddik) valamennyi kettGhatvanynak mar az utolsé k jegye is tartalmazna egyestol
és kettestol kiilonboz6 szamjegyet. Ugy tinik, hogy alkalmas k keresése és a periodus végigvizsgalasa mar inkabb
szamitastechnikai probléma. Sajnos azonban ilyen k& nem létezik, pontosabban igaz a kovetkezd:

Tétel: Jelolje A a2, 4, 6, 8; Bazl, 3, 5, 7, 9 szdimjegyek valamelyikét. Ekkor barmely k természetes szam esetén
a kettéhatvanyok utolsé k jegyébdl alkotott sorozat periddusdban van olyan tag, amely csak az A és B szimjegyekbdl dll.
(A periodikussag miatt ekkor természetesen végtelen sok olyan kettGhatvany van, amely csak A és B jegyekbol allo k
jegyl szamra végzsdik.)

El6szor egy segédtételt igazolunk :

Lemma: Létezik olyan pontosan k jeqyd szém, amely oszthaté 2F-nal és csak az A és B szimjegyeket tartalmazza.

k-ra vonatkozo teljes indukciot hasznalunk.

k =1 esetben az allitas nyilvanvald, hiszen az egyjegyd A szam megfelel, mert oszthat6 kettGvel.

Tegyiik fel, hogy valamely k& = m értékre mér igazoltuk az allitast, igazoljuk most &k = m + 1-re.

Az indukcios feltevés szerint van olyan s szamunk, amely pontosan m jegyd, 2™-nel oszthaté és csak az A és B
jegyekbol all. Tekintsiik az s' = 10™A + s és az s = 10™B + s szamokat. Ezek nyilvan m + 1 jegyt, csak az A
és a B szamjegyekbdl allo szamok. Az is latszik, hogy mindkettd oszthato 2™-nel. Tegyiik fel, hogy 2™ !-nel mar
egyikiik sem oszthat6. Ekkor s’ = 2™r, s” = 2™p alaku, ahol r és p paratlan szdmok. De ekkor az s’ — s” = 2™ (r — p)
szam mar 2™ !-nel is oszthat6, ami nem lehetséges, mert s’ — s” = 10" (A — B) kettének csak az m-edik hatvanyaval
oszthato (hiszen A — B paratlan). Az ellentmondas azt igazolja, hogy s' és s” koziil az egyik 2™ -nel is oszthato, s
ezzel igazoltuk az Allitast k = m + 1-re.

Most ratériink a tétel bizonyitasara. A lemma szerint létezik olyan k jegyd N szam, amely oszthatd 2F_nal és csak
az A és B szamjegyekbdl all. Természetesen ekkor N nem oszthatod 5-tel. Ez azt jelenti, hogy N teljesiti mindazokat a
feltételeket, amelyek alapjan az el6z6 gondolatmenetben a periodus hosszara vonatkozo felsé becslést 10¥-rol 4-5%L-re
szoritottuk le (azaz 2¥-nal oszthato, de 5-tel nem). Mint ahogy mér el6bb megjegyeztiik, ha tudnank, hogy a periodus
hossza pontosan 4 - 5* 7!, akkor minden 2F-nal oszthat6, de nem 0-ra végz6ds szam eléfordulna a periddusban, tehat
N is, azaz valoban lenne olyan kettGhatvany, amelynek utols6 k jegyébdl alkotott szdm éppen az N.

A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy a vizsgalt sorozat periodusdnak hossza pontosan 4 - 5571 s ezzel tételiink
bizonyitésa is teljessé valik.

Keressiik tehat a kettShatvanyok sorozataban azt a két legkozelebbi tagot, amelyeknek utolsé k jegye megegyezik.
(Azt méar lattuk k = 2 esetén, hogy ha két ilyen tagot taldlunk, akkor egyszersmind ennek a két tagnak a "tavolsaga"
lesz a periodus hossza, és ez nyilvan igaz tetsz6leges k szamra is.) Legyen tehat ez a két kettGhatvany 2™ és om+f (fa
periodus hossza). Az, hogy 2™ és 2™+ azonos k jegyt szamra vegzédik, nyilvan ekvivalens azzal, hogy 10% | om+f_ogm
azaz 28 .5% | 2™(2/ —1). Megallapodtunk abban, hogy a sorozat periodikussagat egy bizonyos tagtol kezdve vizsgaljuk,
célszerd tehéat csak a legalabb k jegybdl allo kettGhatvanyoktél kezdeni a vizsgalatot. Ennek magyarazata nemcsak
az, hogy pontosan értelmezhessiik az utolso k jegyet, hanem az, hogy 2" > 10* miatt m > k legyen, vagyis a fenti
oszthatosagban 2¥-nal "egyszeriisithessiink", azaz attérhessiink az 5% | 2m~%(2 — 1) feltételre. Az 5 és a 2™~ " relativ
primek, igy ez az oszthatosag csak ugy teljesiilhet, ha 5" | 2f — 1.

Atfogalmaztuk tehat a feladatot: meg kell keresniink azt a legkisebb f pozitiv kitevst, amelyre 5° | 2f — 1. (Azért
a legkisebbre van sziikség, mert a lehets legrovidebb periodus hosszat keressiik.)

Megmutatjuk, hogy valoban f =4 -5%~1 a keresett érték.

k = 1 esetben konnyen ellenérizhets, hogy a 2!, 2%, 23, 2% .. sorozatban 2* az elsG, amely 1-et ad maradékul
5-tel osztva.

k = 2 esetben rovid szamolas utan adodik, hogy 25 | 220 _ 1 és f = 20 az elsé ilyen szam. (Ennek a bizonyitasa
egyébként lényegében mar megtortént, amikor megallapitottuk, hogy a kettShatvanyok utolsé két jegyébdl alkotott
sorozat periodusénak hossza 20.)

Most tetszéleges k > 2 esetén igazoljuk az allitast.

Irjuk fel 2* = 16-ot az alabbbi alakban:

2' =145-ty, ahol to=3, vagyis 51to.

Otodik hatvanyra emelve és a binomialis tétel szerint kifejtve:

5 5 5 5
2P = (1+5-14)° =1+ (1) -5t + (2) 523 + (3> 533+ (4) 545 + 5%t =

=1+52 (to + (;) to + (2) 5ty + (i) 5%t + 5%3) =1+5%.

Vegyiik észre, hogy a zéardjelben ty kivételével minden tag oszthato 5-tel, igy 51 ¢1.
Most ajra 6tddik hatvanyra emeliink, és az Osszevonasok utan alkalmas to szdmmal a

945" — 1 1 53¢,



egyenlséget kapjuk, ahol 5 1 ts. ,
Ezt az eljarast folytatjuk tovabb; altaldban az i-edik ismétlés utan a 245 — 145y, egyenldséget kapjuk, ahol
51 t;. Innen a k — 1-edik ismétlés utan:

(1) 245" S 45y, es
245" = 14 5% .11, ahol 51 ty_o.

Az allitas egyik fele innen mér kovetkezik, ugyanis az utobbi egyenlGség éppen azt jelenti, hogy 5* | 945" 1,
Meg kell még mutatnunk, hogy f=4- 5F=1 a legkisebb olyan pozitiv szam, amelyre 5 | 2f — 1, azaz f a legrévidebb
periodus.

Jelolje ¢ a legrovidebb periodus hosszat. (Azaz a legkisebb z szadmot, amelyre 5% | 2° — 1.) Nyilvanvalo, hogy
minden peridédus a legrovidebb periodus tobbszorose, azaz ¢ | f. Figyelembe véve f primtényezss felbontasat, ¢ csak
2¢ . 5% alaka lehet, ahol a a 0,1,2ésb a0, 1, ..., k— 1 szamok valamelyike.

El6szor megmutatjuk, hogy b = k — 1. Tegyiik fel, hogy b < k — 1, ekkor ¢ | 4 - 5%=2 lenne, azaz valamely u egész
szamra 4 - 5°7% = qu teljesiilne. Felhasznalva ¢ tulajdonsagat, kapjuk, hogy

55 (29)" — 1%, azaz 5% 2% 1.

Viszont (1) egyenlGség szerint 5% f 245" _ (levén 5 { tr—2). Az ellentmondas azt mutatja, hogy b = k — 1.
Megvizsgaljuk most, hogy a milyen értéket vehet fel:

a = 0 esetben 5% | 25" _ 1 lenne. Ez azért lehetetlen, mert 4 | 5871 (k > 2), s igy 5871 = 4v + 1, azaz
o= 2[(24)” — 1] +1, s itt az elsS tag oszthato 5-tel, tehat 2°F=1 _ 1 nem oszthato 5-tel.

a = 1 eset, azaz 5" | 925""" _1 szintén ellentmondésra vezet, ugyanis az el6z6ek szerint 2-58 71 = 2(4v+1) = 40’ +2,
sigy 22" 1= 4[(2YY = 17] + 3, s az els6 tag itt is oszthato 5-tel.

Marad tehat az a = 2 eset, vagyis f = ¢. Ezzel igazoltuk, hogy az f = 4-5~! szam a legkisebb, amelyre 5* | 2f -1,

tehat a kettShatvanyok utolsé k jegye valoban 4 - 5% 71 szerint periodikus.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik, és igy a Tétel bizonyitasa is teljes.
*

25

Most bizonyitas nélkiil réviden Osszefoglaljuk azokat a szamelméleti tényeket, amelyek kapcsolatban vannak az
itt megoldott feladattal. Ezek felhasznaladsaval adltalanosabban is vizsgalhatjuk a probléméat; pl. mi a helyzet, ha méas
szamrendszerben és esetleg 2 helyett més szam hatvanyainak utolso k jegyével foglalkozunk?

Jelolje ¢(n) az n-nél nem nagyobb, n-hez relativ prim szamok szamat. Euler tétele kimondja, hogy

n | a1,

ha a és n relativ primek. Az n = 5* esetben kénnyen ellenérizhet, hogy ¢(5%) = 4 - 5571, tehat az el6z6 bizonyita-

sunknak az az eredménye, hogy 5" | 945"t 1, egyszerd kovetkezménye a fenti tételnek. Euler tétele arra is rdmutat,
hogy a periédus hosszara kapott 4 - 5F=1 érték nemecsak agy sejtheté meg, ahogyan mi tettiik, hanem annak alapjan
is, hogy @(5%) =451,

Ez a tétel azonban nem ad vélaszt arra, hogy vajon ¢(n) a legkisebb olyan f kitevé-e, amelyre n | a/ — 1. Ezt
minden a-ra nem is varhatjuk (pl. @ = 1 vagy a = n — 1 esetekben ez nyilvanval). Létezik-e azonban minden n-re
olyan a szam, amelyre az n | a’ — 1 oszthatosagnak az f = p(n) érték a legkisebb pozitiv "megoldasa"? Az ilyen a
szamot modulo n szerinti primitiv gyoknek nevezziik.

A kovetkezd tétel a primitiv gyok létezésérsl szol:

Modulo n szerinti primitiv gyok csak n = 1, 2, 4, p¥, 2p* szamok esetén létezik, ahol p tetsz6leges paratlan prim.
(k = 1 egész szam.)

Az €l626 részben pontosan ezt a tételt bizonyitottuk n = 5% esetben, azaz ott megmutattuk, hogy a = 2 primitiv
gyok modulo 5%,

A primitiv gyok definicioja és létezésének problémakore els§ latasra mesterkéltnek tinik, pedig lattuk, hogy az
altalunk vizsgalt sorozat legrovidebb periddusanak hossza és a primitiv gyok fogalma kozott szoros kapcsolat van.

Az Euler-tétel és a primitiv gyok létezésérdl szolo tétel bizonyitasa megtalalhato tobbek kézott Niven-Zuckermann:
Bevezetés a szamelméletbe (Miszaki Konyvkiado, 1978) cimi konyvének 38., ill. 49. oldalan. Ugyanitt a ¢(n) fliggvény
és a primitiv gyok fogalmanak tovabbi alkalmazésai is megtalalhatok.

Erdés Laszlé matematikus hallgato
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