A mult havi szamunkban kittizott feladatok egyikében a kovetkezd jaték szerepelt: Egy Otszor 0tos négyzetracs
minden pontjaban van egy lampacska, amely nyomégombként is mikodik. Ha valamelyik gombot megnyomjuk, akkor
az ebben levé lampa, valamint mindazok, amelyek a megnyomott gombbal oldal mentén szomszédosak, &llapotot
valtanak, tehat amelyik kordbban égett, az a nyomaés hatasara elalszik, amelyik pedig korabban nem égett, az kigyullad.
Kezdetben egyetlen lampa sem vilagit. Elérhetjiik-e, hogy valamennyi lampa vilagitson, illetve, hogy csak a bal als6
sarokban levs lampa égjen?

Ez a jaték szamos érdekes matematikai problémat vet fel. Ebben a cikkben ezek egy részével foglalkozunk.

Elgszor is vegyiik észre, hogy egy adott lampa a jaték végén akkor és csakis akkor fog vilagitani, ha a jaték
soran paratlan sok szomszédjat nyomtuk meg, 6nmagat is beleértve. Ebb6l latszik, hogy ha egy gombot a jaték soran
kétszer is megnyomunk, akkor a végeredményen nem valtoztat, ha mindkét nyomast elhagyjuk. Eszerint feltehetd,
hogy minden gombot legfeljebb egyszer nyomunk meg. Eszrevételiinkb6l latszik, hogy a lenyomasok sorrendje sem
befolyasolja a végeredmeényt. Igy tehat minden probalkozas lényegében egyértelmien leirhato gy, hogy az egyes
gombokrél megmondjuk, hogy megnyomjuk-e ket vagy sem.

Ezek alapjan bevezethetjiik a kovetkezd jeloléseket. Jeloljiik a gombokat (és egyben a lampakat is) a1, ag, . .., ags-
tel az 1. abra szerint. Egy X lenyomdsmintdt ezutan az x1, s ..., x5 szdmokkal irunk le, ahol x; = 1 akkor, ha az a;
gombot megnyomjuk, és 0 akkor, ha nem. Minden X lenyomasminta egyértelmten meghataroz egy Y vilagitasmintat,
amit hasonléan irhatunk le az yi,yo, ..., ys5 szdmokkal, azaz y; = 1, ha az X lenyomdsminta lenyomasa utdn az a,
lampa ég, és 0, ha nem.
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1. dbra

Valamennyi lampa kigyujtasa olyan X lenyomasminta meghatarozasat jelenti, amelynek megfelels vilagitdsminta-
ban minden i-re y; = 1. Vegyiik észre, hogy ha egy lenyoméasminta els§ sorat (tehat az x1, xo, x3, x4, 5 szdmokat)
tetszolegesen lerogzitjiik, akkor a lenyomasminta masodik soranak elemeit mar csak egyféleképpen valaszthatjuk meg
gy, hogy a vilagitasminta elsé sordban minden lampa égjen. Ezutan mar a lenyomasminta harmadik sora is csak egy-
féle lehet, ha azt akarjuk, hogy a vilagitasminta masodik soraban is égjenek a lampék. Tovabbmenve, a lenyomasminta
negyedik, majd 6t6dik sora is hasonloképpen egyértelmd, és ezutdn méar tobb szabadsagunk nincs: az adott (1, ..., 25)
kezdet csak egyféleképpen folytathato tgy, hogy a kapott lenyoméasmintdhoz tartozo vildgitasmintaban az els6 négy
sor minden lampaja égjen, és ezzel az is egyértelmiien van meghatarozva, hogy az 6t6dik sorban mely lampak égnek
és melyek nem.

Ha tehat a fenti kitoltést valamennyi lehetséges (x1,...,x5) szam Otosre elvégezziik, akkor megkapjuk az Osszes
olyan lenyomdasmintét, amikor a megfelels vilagitasmintdban az elsé négy sor 0sszes lampéja ég. llyen kezd§ szamotos
25 = 32 van (mivel minden z; egymastol fiiggetleniil lehet 0 vagy 1). E 32 kezdGsor végigprobalasa utan négy olyan
lenyomasmintat kapunk, aminek megfelels vilagitasmintdban az utols6é sor lampai is égnek. Ezek (2. dbra) tehat a
kitiizott feladat b) részének Gsszes megoldasai. (Az dbran lathato, hogy a megoldasok egymaés elforgatottjai.)
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2. dbra

Ha mér az ember kezében vannak a lampacskak, kivancsi ra, hogy elkészithets-e tetszbleges vilagitdsminta. Abbol,
hogy négy kiilonb6z6 lenyomésminta is ugyanazt a (csupa l-esbdl allo) vilagitasmintat adja, azonnal kovetkezik,
hogy van olyan vilagitdsminta, amelyet egyetlen lenyomasminta sem hoz létre, hiszen az Gsszes vilagitasmintak szama
ugyanannyi, mint az Gsszes lenyoméasminték szama: 22°. Azonban ennél tSbbet is mondhatunk.

Nevezziik két lenyomasminta Osszegének azt a lenyomasmintat, amit a két minta egymas utani végrehajtasaként
kapunk a bevezetSben emlitett egyszertsités figyelembevételével. Az Gsszegben tehét akkor kell megnyomnunk egy gom-
bot, ha ezt a gombot az 6sszeadand6 mintak koziil pontosan az egyikben nyomjuk meg. A lenyomasmintakat jellemzd
0-1 sorozatok nyelvén ez éppen az elemenként vett, modulo 2 Gsszeadést jelenti. Az is latszik, hogy lenyomasmintak
Osszege a megfelels vilagitasmintak Osszegét gyijtja ki.

Ha most paronként Osszeadjuk a 2. adbra lenyomasmintéit, akkor olyan lenyomésmintakat kapunk eredményiil,
amelyek hatasara egyetlen lampa sem vilagit.

4
Nevezziik az ilyen lenyoméasmintakat 0-lenyomdsmintdknak. A 2. abra négy mintaja kozott (2) = 6-féle Gsszeadas

végezhet§ el, de az 0sszegek koziil csak harom kiilonb6zs. Ezek a 0-lenyoméasminték lathatok a 3. abran. Ha ehhez a
harom mintahoz még hozzéavessziik a trivialis 0-lenyomasmintat is (amikor egyetlen gombot sem nyomunk le), akkor
egyelére 4 kiilonbo6z6 0-lenyomasmintank van. Megmutatjuk, hogy tobb 0-lenyomasminta nincs.
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3. dbra



Ha egy X mintahoz hozzdadunk egy 0-lenyomasmintat, akkor az eredményként kapott lenyomasmintahoz tartozo
vilagitasminta ugyanaz lesz, mint az X-hez tartoz6. Ha tehat lenne még egy 6t6dik O-lenyomadsminta is, akkor azt
hozzdadva a 2. dbra (pl.) els6 megoldasahoz, szintén megoldéast kellene kapnunk. Azt viszont mér tudjuk, hogy a
feladat Gsszes megoldasa a 2. abran lathato, igy tehat az Osszeadas eredményeként a 2. dbra valamelyik méasik mintajat
kell megkapnunk. Mivel a mintak sszeaddsa asszociativ, és tetszéleges X ¢s X' mintara (X + X') + X' = X, a 2.
abra két szoban forgd mintajanak Osszege az 1j, 6t6dik 0 benyomdasminta. Az ilyen Gsszeadasok eredményei azonban
a 3. abran lathatok, 6todik 0-lenyomésminta tehat valéoban nem létezik.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy ha egy vilagitdsminta el$allithatd, akkor az pontosan négyféleképpen allithatod
els: gy, hogy az 6t elGallité barmely lenyomasmintahoz hozzaadjuk a 0-lenyomasmintakat. Eszerint a 2%5-féle vila-
gitdsmintanak legfeljebb az 1/4-e lehet kigyujthato. A valoban kigytjthato mintdk szdma azonban nem lehet ennél
kevesebb sem, mert egyébként volna olyan minta, amelyet a 225 darab lenyomasminta koziil négyneél tobb allitana el6.

Nyitva maradt persze a kérdés, hogy miképpen lehetne valahogy egyszerten jellemezni 22° darab valoban elGallit-
haté mintat. Ezzel kapcsolatos a kitiizott feladat a) része.

A kérdés vizsgalatahoz probéljuk meg a jatékot a ,,negyedére korlatozni”, azaz tekintsiik azt a jatékot, amely csak
az ai,as,...,as lampéakbol all, és nézziik meg, hogy ennek megoldasai hogyan hatnak agy-re és ass-re. Az eredeti
feladat megoldasdhoz hasonléan megmutathato, hogy a 23-lampas jatékban csak a trivialis O-lenyomésminta létezik,
és igy minden vilagitdsminta valéban létre is hozhato[]

A 23-lampas jatékban tehat minden a; gombhoz van olyan lenyoméasminta (méghozzé egyetlen), amelyik csak az
a; lampéat gyujtja ki. Most vizsgaljuk meg, hogy ezek a 23-gombos lenyomasmintdk hogyan hatnak az eredeti jaték
a24 6s ags lampéira. A 4. dbran lathato példaul az a lenyomasminta, ami a 23-lampés jatékon csak az aj-et gyujtja
ki. Lathato, hogy a 25-lampas jatékon ez a minta nem gyujtja ki asg-et, de kigytjtja ags-0t. B (Az abran alahuzassal
jeloltiik a kigyujtott lampakat.)
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4. dbra

Keészitsiik el ezutan a kovetkezs tablazatot. aes helyére irjunk 1l-est, aog helyére pedig 2-est. A tSbbi a; helyére
irjunk O-t, ha a 23-lampas jatékban az egyediil a;-t kigydjtd lenyoméasminta a 25-lampas jatékban asy és ass egyikét
sem gyujtja ki; 1-et, ha csak ao5-0t gyujtja ki; 2-t, ha csak agg-et, és 3-at, ha mindkettét kigyajtja. Az igy kapott
tablazat az 5. 4bran lathato, és valamiképpen a 23-lampés jaték hatasat irja le az elhagyott két lampan.
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5. dbra

Most vizsgaljuk meg, hogy a 25-lampés jatékban egy gomb lenyomasa hogyan valtoztatja meg a 0, 1, 2, ill. 3-mal
jelolt mezdk koziil azoknak a paritasat, amelyek éppen vildgitanak. A tablazat szimmetriai miatt elég az 1, 2, 3, 6, 7,
8, 11, 12, 13 szamu gombokat vizsgalni. A 3. és 11. gomb egyik szam paritasat sem valtoztatja meg, ezt jeloljik igy:
(0, 0,0, 0). Az 1. gomb nem valtoztatja meg a 0-k paritasat, de a tobbiekét igen, ezt jeloljik igy: (0, 1, 1, 1). A 2. és
6. gombok hatasa: (1, 1, 1, 1), a tobbieké pedig: (1, 0, 0, 0). Vegyiik észre, hogy valamennyi gomb hatésa (a, b, b, b)
alaku!

Ez azt jelenti, hogy az tires mintdabol kitndulva csak azok o vildgitasmintdk lehetnek Kigyiujthatok, amelyekben a
tablazatban 1-es, 2-es, ill. 3-as helyeken levd égé ldmpdk szdma azonos paritdsu, hiszen az iires mintaban is ez a
helyzet. Az ilyen minték viszont ki is gyujthatok, hisz ,,23-lampés résziiket” a 23-as jatékban egyesével kigytjtva, az
5 tablazat kodjainak jelentése szerint asy és aos allapota éppen megfelels. Ez valoban az 0sszes mintadk negyedrésze,
mivel ha az elsé 23 lampara tetszdlegesen megadjuk, hogy égjen-e vagy sem, azzal a vilagité6 3-asok paritasidt mar
meghataroztuk. Ezutan a 24. és 25. lampéat Osszesen négyféleképpen allithatjuk még be, de ebbdl egyetlenegy beallitas
lesz olyan, amikor a vilagité l-esek és a 2-esek paritdsa megegyezik a 3-asok (mar adott) paritadsaval. Az 5. dbra
tablazata tehdt mintegy ,kulcsként” haszndlhato annak gyors eldontésére, hogy eqy vildgitisminta létrehozhato-e vagy
sem. A kitiizott feladat a) részére igy tagadd a valasz, hiszen az egyetlen vilagitoé lampa ao1, igy a vilagito 1-esek
paritasa 1, a tobbieké pedig 0. Az is latszik, hogy az 6nmagukban kigytjthato lampéak a 0-jeltek, a7, ag, a13, ai7 és
alg.

Amikor az ember valodi jatékot tervez a lampécskak 6tletébdl, igyekszik minél tobbféle jatéklehetGséggel felruhédzni
a készitend§ fizikai eszkozt. Az egyik bovitési lehetSség az, ha a jatékosnak kiilonbozs, ,, véletlen” kezdGalakzatokbol
kiindulva kell — minél kevesebb 1épésben — meggytjtania valamennyi lampat. Természetesen valamennyi kezdSalakzatrol
biztositani kell a megoldhatdsidgot. Az 5. abra tablazata lehet&séget ad ilyen alakzatok gyors generalasara.

A feladatot mégsem igy oldottuk meg, mert ahhoz, hogy annak idején a jaték olcson gyarthatd legyen, minél
kisebb mikroprocesszort kellett alkalmazni; végiil az Osszes funkcio belefért egy 1K-s négybites chip-be. A | véletlen”

1Bonyolulta,bb, linearis algebrai eszkdzokkel kozvetleniil, altalanosan is igazolhatd, hogy a kigytjthatdé mintdk szama pontosan az Gsszes
mintdk szdma, osztva a 0-lenyoméasmintak szaméaval.
2Termeészetesen a 23-lampés feladat megoldéasat célszerti szamitogéppel szamolni.



kezdgallasokat gy hoztuk létre, hogy kivalasztottunk egy adott kezdgallast és 16 1épést: amikor a jatékos a véletlen
kezdsallast kéri, a gép ezt a 16 lépést hajtja végre (6tosével ciklikusan). A jatékba igy csak 32 ,véletlen” kezddallas
van beépitve — ez gyakorlati szemponthol elég, és a program is belefért az 1K-ba. Az adott kezdGallast és a 16 1épést
viszont sikeriilt Ggy megvalasztanunk, hogy egyik ,,véletlen” kezdGallast sem lehet 6-nal kevesebb 1épésben megoldani.

Egy jaték értékét az is noveli, ha tobbféleképpen is jatszhatunk vele. Példaul modositjuk a szomszédsagokat: egy
gomb lenyomésa nem a tényleges szomszédok allapotat valtoztatja meg. A kovetkezs tétel garantalja, hogy a jatéknak
igen altalanos feltételek mellett is van megoldasa, azaz valamennyi lampa kigydjthato. A valodi jatékba mi egy olyan
lehet@séget is bevettiink, hogy az egyes gombok lenyomaésa utdn azok a lampak valtsanak allapotot, ahova az adott
gombon 4ll6 sakkhuszar el tudna ugrani. Ennek a valtozatnak az elemzését az olvaséra hagyjuk és visszatériink az
altalanos jaték vizsgalatara.

*

Jatsszuk a jatékot az ay, ..., a, gombok A, halmazan, és tegyiik fel, hogy minden a; gombhoz hozza van rendelve
egy U; halmaz ugy, hogy az a; gombot lenyomva az U; halmaz elemei valtanak allapotot. Az U; halmazokroél a
kovetkezdket tessziik fel:

a) Minden i-re a; € U;.

b) Minden ¢, j parra, ha a;, € U, akkor a; € U;.

Ez a két feltétel az eredeti jatékra — és a lougrasos valtozatra is — nyilvan teljesiil. Most bebizonyitjuk a kévetkezs
tételt:

Tétel. A fenti jatéknak mindig van megoldasa, azaz létezik A, -nek olyan H részhalmaza, hogy H elemeit megnyomva
minden a; lampa allapotot valt.

Bizonyitds. A bizonyitast n-re vonatkoz6 teljes indukcioval végezziik. n = 1-re a tétel nyilvanvaldan igaz. Tegyiik
fel, hogy a tétel igaz n — 1 lampa esetére, és tekintsiikk az n lampas jatékot az A,, gombokon.

Ha n péaros, akkor minden a; lampa esetére vizsgaljuk meg azt az n — 1 lampas jatékot, amelyet az A, — {a;}
gombokkal jatszunk gy, hogy minden U halmazbél elhagyjuk a;-t, az U halmazok koziil pedig U;-t. Erre a jatékra is
nyilvan teljesiilnek az a) és b) feltételek, igy az indukcios feltevés szerint ennek a jatéknak van megoldasa. Ha a megoldd
lenyoméasmintat végrehajtjuk A,-en, és az ott kigytjtja az a; lampat is, akkor készen vagyunk. Ha egyetlen a;-re sem
gytjtja ki a;-t, akkor egymas utén hajtsuk végre az Osszes (n — 1)-lampas jaték megoldasaként kapott lenyomasmintat
az A, halmazon. Ennek soran minden lampa (n — 1)-szer, azaz paratlan sokszor valt allapotot, tehat a kapott n darab
lenyomasminta 0sszege megoldasa az n-lampas jatéknak.

Ha n paratlan, akkor elGszor is belatjuk, hogy létezik olyan U; halmaz, amelynek az elemszdma pératlan. Ez
n

kovetkezik abbol, hogy a Z |U;| 6sszeg paratlan, ami azért igaz, mert ebben az Gsszegben az a) feltétel miatt minden
i=1

a; lampat egyszer magéaban U;-ben szamolunk (ez tehéat egy paratlan 6sszeg), a tovabbiakban pedig ha egy a; lampat

szamolunk egy Uj-ben, akkor a b) feltétel szerint az a; lampat is szamoljuk U;-ben, tehéat a tovabbi leszamolasok parba

allithatok.

Vegyiink most egy olyan a; gombot, amihez paratlan elemszamua U; tartozik. Most csak ennek az U; halmaznak
az elemeire végezziik el azt a gondolatmenetet, amit paros esetben az A, minden elemére elvégeztiink. Ha egyetlen
(n — 1)-lampas megoldas sem gyujtja ki az elhagyott lampat, akkor a kapott |U;| szamu lenyomasmintat egymas utan
végrehajtva az A, halmaz minden U;-n kiviili eleme paratlan sokszor valt allapotot, az U; halmaz elemei pedig eggyel
kevesebbszer, azaz paros sokszor. Ha ezutan még az a; gombot is lenyomjuk, akkor U, elemei még egyszer allapotot
valtanak, igy ebben az esetben is megoldashoz jutottunk. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Ha az a) vagy a b) feltételt elhagyjuk, akkor mar mutathatoé ellenpélda, azaz olyan jaték, amelynek nincs megoldésa.
A b) feltételt elhagyva nagyon egyszeri ellenpélda a kovetkezs: harom gombunk van, a, b és c. Az a lampa kigyujtja
onmagat és b-t; a b lampa kigyujtja dnmagét és c-t; a ¢ lampa pedig dnmagét és a-t. Kénnyen lathaté, hogy ennek a
jatéknak nincs megoldésa.

Az a) feltétel elhagyasa esetén ellenpélda az eredeti 6tszor 6t6s jaték azzal a modositassal, hogy a lenyomott gomb
csak a szomszédait gyujtja ki, onmagat nem. Kozvetleniil is ardnylag kdnnyen bebizonyithato, hogy ez a jaték nem
oldhat6 meg, de példaul az alabbi 3. feladatbol is kdvetkezik: a mostani jaték egy megoldasa az eredeti jatékban egy
komplementer—kigydjté lenne.

*

A tovabbiakban még néhany érdekes feladatot sorolunk fel a lampécskas jatékkal kapcsolatban, majd egy-két eddig
megoldatlan problémat is megemlitiink.

1. Bizonyitsuk be, hogy az eredeti, 5 x 5-0s jatékban minden létrehozhaté vilagitasminta legfeljebb 15 lenyomassal
is elgallithato.

2. Bizonyitsuk be, hogy az eredeti jaték n-szer n-es négyzetre altalanositott valtozataban mindig létezik pontosan
2" olyan lenyomasminta, ami megegyezik az altala létrehozott vilagitdsmintéaval.

3. Bizonyitsuk be, hogy az n-szer n-es jatékban paros n esetén pontosan 2" olyan lenyoméasminta van, amely sajat
komplementerét gytjtja ki; paratlan n esetén pedig nem létezik ilyen komplementer-kigydjté.

4. Bizonyitsuk be, hogy az n-szer n-es jatékok kozott létezik végtelen sok olyan, amiben minden vilagitasminta
létrehozhato, és végtelen sok olyan is van, amelyikben nem.



Ez utolsé feladattal kapcsolatos elsé megoldatlan problémank is: hogyan lehetne jellemezni azokat az n-eket, ame-
lyekre az n-szer n-es jatékban minden vilagitasminta létrehozhat6. Szamitégéppel 100-ig meghataroztuk az ilyen n-eket,
ezek a kovetkezok:

1 2 3 6 7 8 10 12 13 15 18 20 21 22 25 26 27 28 31 36 37
38 40 42 43 45 46 48 51 52 55 56 57 58 60 63 66 68 70 72 T3 75
76 78 80 81 82 85 8687 88 90 91 93 96 97 100

Lathato, hogy ez a sorozat meglehetGsen szeszélyesen viselkedik. Mi lehet benne a szabalyszertiség?

Ugyancsak nem sikeriilt eddig altalanositani az 1. feladat eredményét n-szer n-es jatékra. (Amikor minden vila-
gitasminta létrehozhato, akkor természetesen n? a megoldas: az a vilagitasminta, amit az Gsszes gomb lenyomasaval
kapunk, ilyenkor nem hozhat6 ki kevesebb lépésbdl.)



