Egy matematikai probléma megoldésanal, vagy egy tétel bizonyitasanal beszélhetiink tokéletes pontossagrol, vég-
telen sok szamjeggyel megadott tizedes tortekrsl, kozelitésmentes gondolatmenetrsl. Be tudjuk bizonyitani példaul
azt, hogy /2 irracionalis szam, vagy hogy végtelen sok primszam létezik, s6t, még azt is, hogy a szogharmadolas
problémaja altaldban nem oldhat6 meg korzével és vonalzéval.

Ezzel a ,tiszta”, kozelitésmentes matematikaval szemben a fizikai problémak megfogalmazasanal, feladatok meg-
oldasanal, mérések kiértékelésénél kivétel nélkiil minden esetben kozelitéseket kell alkalmaznunk. Ezek a kozelitések
lehetnek fizikai jellegtiek (ilyenekkel altalaban a vizsgélt jelenséget leiré fizikai torvény megfogalmazasanal, az egyenle-
tek felallitasanal van dolgunk), de lehetnek matematikai jellegtek is (ez utobbiakat akkor alkalmazzuk, ha nélkiiliik a
feladat megoldasa tulsdgosan bonyolult, vagy éppen teljes egészében keresztiilvihetetlen volna). Fizikai jellegii kozelités
példaul az, amikor egy mesterséges hold keringési idejének kiszamitasakor elhanyagoljuk a légellenallast, vagy ami-
kor egy villanyvasal6 teljesitményének meghatarozasakor a halézati csatlakoz6 vezeték ellenallasat nullanak vessziik.
Ezeknél a kozelitéseknél mérlegelniink kell, hogy a jelenségnek melyik része lényeges és melyik része az, amelyet nyu-
godtan elhanyagolhatunk. Egy mérésnél végig kell gondolnunk, hogy milyen pontossagot kivanunk (és tudunk) elérni,
ennél a pontossagnal milyen mellékeffektusok hagyhatok figyelmen kiviil, illetve hogy miként lehetne ezeket a zavaréd
tényez6ket csokkenteni, vagy a hatasukat figyelembe venni és ezzel a mérés pontossagat novelni. Ezek meglehetGsen
bonyolult kérdések, az elhanyagolasok mogott altalaban komoly fizikai megfontolasok rejtéznek. Tébbnyire egyszer-
re kell attekinteniink a fizika kiilonbozs, egymastol tavol ess teriileteit (hotant és mechanikat a sarlodasi jelenségek
targyalasanal, elektromagneses hullamokat és a kristalyfizikat a lézer mikodésének megértésénél sth.), ezért nehéz, de
ugyanakkor szép és érdekes is a fizikusok munkaja.

A matematikai kozelitésekkel sokkal egyszeriibb a helyzet. Legtobbszor elfeledkezhetiink a probléma fizikai hatte-
rérél (bar néha nem art, ha mégsem tessziik ezt), és az egyenletek megoldasanak matematikai nehézségeire 6sszpon-
tosithatjuk figyelmiinket. Alkalmazhatjuk a matematikusok altal kidolgozott Osszefiiggéseket, amelyek — az algebrai
atalakitasok vagy az egyenletrendezés ,,jatékszabélyaihoz” hasonléan — mindig, minden koriilmények kozott érvényesek.
Matematikai kozelités példaul az, ha egy kicsiny szdg szinuszat a szognek ivmértékben mért nagysagaval helyettesit-
jiik,vagy ha 2,99997°%-t 9-nek vessziik.

Természetesen a kétféle kozelits eljarasnak egymaéssal Gsszhangban kell allnia. Nem érdemes egy durva, erésen
leegyszertsitett fizikai modell egyenleteit 10 tizedesjegy pontossiaggal megoldanunk (pl. ha egy nagy magassagbol esd
test mozgasat a légellenallas elhanyagolasaval szamoljuk). De akkor sincs sok értelme a nagyon pontos szamitasnak, ha
ugyan az egyenleteink a legjobb tudasunk szerint tokéletesen pontosak (ilyen példaul az elektrosztatikaban a Coulomb-
torvény), de a sziikséges adatok (a toltések nagyséaga és tavolsaga) csak 10% pontossdggal mérhetSk! A forditott eset
is elg6fordulhat: hiaba pontositjuk a legfinomabb effektusok figyelembevételével egy jelenség leirasat, ha a probléma
matematikai része ezaltal annyira elbonyolodik, hogy teljesen kezelhetetlenné valik (ez lenne a helyzet akkor, ha egy
géz minden egyes molekulajara kiilon-kiilon felirnank a Newton-féle mozgasegyenletet).

Az alabbiakban a matematikai jellegi kozelitések jatékszabalyaival fogunk megismerkedni, majd a fizika kiilonboz6
teriileteirdl valasztott példakon keresztiil mutatjuk be. hogyan miikédik mindez a gyakorlatban.

Kozelitd szamitds — pontosan

Nézziink el6szor néhany egyszerd matematikai problémat, és probaljunk meg ezeken keresztiil megbaratkozni a
kozelité szamitasok furcsa szabalyaival! Hogyan lehetne példaul kiszamitani az

T = 4/16,000 000 08 4 2

kifejezés szamértékét? Egy atlagos pontossagu zsebszamologép csak v 16-t tudja kiszamitani, de a tizedik jegyben a
nyolcast mar nem tudja figyelembe venni. Fiiggvénytablazatokkal sem boldogulunk, hiszen azok még pontatlanabbak.
Kozelitoleg azonban meg tudjuk mondani a keresett mennyiséget, hiszen 16,00000008 ~ 16 (koriilbeliil egyenld), tehat

T~ V1642

T =~ 6.

Sajnos nem tudjuk, hogy a végeredményben a ~ jel mit jelent. Ugy érezziik, hogy mivel a gyok alatt a 10. jegyben
»csaltunk”, az eredmény is kb. 10 jegyre pontos, de 9 jegyre biztosan jo, tehat az ,igazi” és a kozelité végeredmény
eltérése a kiszamitott z-hez viszonyitva 1072, vagy 107'° nagysagrendi. Ha tehat az eredményt csupan 1%, vagy 1%
pontossaggal keressiik, 4gy nyugodtan vehetjiik x-et 6-nak.

Vegyiink most egy kicsit bonyolultabb esetet, legyen a kiszamitandd mennyiség

+/16,000 000 08
v/16,00000008 — 4’

amelynek szamértékére 1% pontossaggal lenne sziikségilink. Ha ismét az el6z6 kozelitést alkalmazzuk, a nevezébe nulla
keriil, ami nyilvan értelmetlen! Adjuk fel a kérdést egy kiilonlegesen (mondjuk 12 jegyre) pontos szamitogépnek. (A
feladatot nemsokara mi is meg tudjuk oldani, rdadéasul akar fejben is!) Valaszul

16,000 000 08 = 4,000 000010000 — t



kapunk, a nevezébe tehat 0,000 000 010 keriil, igy = értéke

4,000000010

- O = ~4. 8'
0,000 000 010 400000001,0~4-10

Az utolsd = jel annak felel meg, mintha a szamlaloban a gyokot 4-gyel kozelitettiik volna.

Miért alkalmazhatd ugyanaz a kozelités a kiszamitandé kifejezés egyik részében, ami értelmetlenségekre vezet
mashol? Egy szamitds soran mit, mikor, hogyan és miért kozelithetiink? Ilyen jellegi kérdésekkel gyakran keriiliink
szembe fizikai (és matematikai) feladatok megoldasanal. Sokszor ugy érezziik, nem jartunk el kovetkezetesen: egy
kicsiny mennyiséget az egyik helyen elhanyagoltunk, méshol viszont figyelembe vettiik ugyanazt. Az el6z6 példédban jo
eredményt kaptunk, de hatba mas esetben nem szabad ugyanigy eljarnunk. Hogyan lehetne kicsit precizebben nyomon
kovetni, mit is csindlunk tulajdonképpen?

Rossz kozérzetiinket az = és a ~ jelek kozotti kiilonbség okozta. Egyenletek megoldasa soran mindig egyenlségjelet
hasznalunk, s azonos atalakitasok sorozata utéan eljutunk a végeredményhez, ami azt mutatja, hogy = pontosan egyenld
egy bizonyos szammal. A valosagban azonban (a kezdeti adatok pontatlansaga és a kerekitési hibak miatt) mindvégig
koriilbeliil egyenld jelet kellett volna irnunk, és ez a jel a végeredményben nem feltétleniil ugyanazt a pontatlansagot
jeloli, mint a kiindulasnal szerepls = jel.

Probaljuk meg a & jelet felcserélni a jol ismert és megszokott egyenlségjellel, de oly modon, hogy kdzben ne
mondjunk le a kozelités nydjtotta elényokrsl!

16,000 000 08 ~ 16 helyett irjunk 16,000 00008 = 16+ ,,egy kicsiny szdmot”!

Ezzel természetesen csak akkor nyeriink valamit, ha azt is megmondjuk, hogy ez a ,kicsiny szdm” mennyire kicsiny.
Jelen esetben 0,00000008 egy 10~® nagysagrendi (vagy esetleg 1077 nagysagrendd) szam, nagysaga ,néhanyszor”
1078, Nem sziikséges megmondanunk, hogy éppen 8-szor 10~%, hiszen ha igy tennénk, akkor visszatérnénk a ,,pontos”
szamitashoz; ehelyett elegendd csupan a nagysagrendjét szamon tartanunk. Erre a nagyséagrendre a latin ordo6 (rend)
sz6 alapjan bevezették a kovetkezs jelolést:

16,000 000 08 = 16 + O(10®)

(ejtsd: ordo tiz a minusz nyolcadikon). Ezzel pontosan megadtuk, hogy mennyire kozelit6 a szamitasunk, mennyire tér
el egymastol a kozel egyforma két mennyiség, mekkora az eltérés nagysagrendje.
Ezentul

x =~ y helyett azt irjuk, hogy
x=y+ O(e),

ahol ¢ egy kicsiny szdm, nagysiga a kozelités pontossagara utal. Az ordd szo helyett nyugodtan gondolhatjuk, s6t
mondhatjuk is a ,,néhanyszor” szét. Azt, hogy a néhanyszor mit jelent, azt ¢ kicsinysége donti el. Altalaban a 0,1 és a
10 ko6zotti szamokra mondhatjuk, hogy néhany (vigyazat: a néhany itt most nem feltétleniil egész szam).

Milyen szamoléasi szabalyok érvényesek az ord6 szimboélumra?

Altalaban érdektelen szamunkra O(z) eléjele, hiszen csak a hiba nagysagrendjét jelzi. Ezért —O(z) helyett +O(z)-
et irhatunk, tovabba O(—z) = O(z).

Nyilvan érvényes, hogy

y-Ox) =O(y - x).

Szamolasaink sordn felhasznaljuk, hogy

O() = O(22),

hiszen néhanyszor x = néhanyszor 2x. Hasonléan lathatjuk be, hogy
O(nz) = O(a),
ha O(n) = 1, vagyis n se nem til nagy, se nem tul kicsiny szam. Felhasznalhatjuk tovabba, hogy
O(zy) = O(z) - O(y),

valamint
O(z +y) = max [O(x), O(y)],

tehat O(x) és O(y) nagyobbika, feltéve, hogy z és y azonos elGjeld.

Az utébbi Osszefiiggések csak addig érvényesek, amig nem ismételjiik Sket tilsadgosan sokszor, hiszen ha O(2z) =
O(z), akkor O(4z) = O(z) is igaz, és igy tovabb, de O(128z) mar nem egyenls O(x)-szel. Ezt a jelenséget hibahalmo-
zodasnak nevezik, és a masodpercenként tobb szazezer miveletet végzs szamitoégépeknél komoly problémat jelenthet.
Szerencsére nekiink, mivel csak révidebb szamitasokat akarunk végezni, nem lesz gondunk vele.



Miel6tt ratérnénk a fizikai alkalmazésokra, ismerkedjiink meg egy hasznos matematikai Osszefiiggéssel. Gyakran
el6fordul, hogy egy 1-hez kozeli szamnak valahédnyadik hatvanyat kell kiszamitanunk, tehat (1 + €)"-t keressiik, ahol
¢ egy kicsiny szam. Els6 (legdurvabb) kozelitésben ez a kifejezés 1-gyel egyenls, és az elkovetett hiba ¢ nagysagrendd,
azaz

(1+¢e)" =1+ 0(e).

Altalaban ennél pontosabban kell szamolnunk, azaz sziikségiink van az ¢ rendig pontos eredményre, és csak O(e?)
hibat engedhetiink meg. Szorozzuk Ossze az alabbi n tényezét:

(1+e)-(14e)- ... -(1+¢e)=14ne+0O(?).
Erdekes, hogy ez az dsszefiiggés nemcsak pozitiv, hanem negativ, s6t még tort kitevokre is igaz. Példaul

1

aroe =(1+e)2=1-2+0(?),

hiszen ha mindkeét oldalt megszorozzuk (1 + £)*-tel, az
1=[1+2+&Y[1 -2+ 0(?)] =142 — 2 + O(e?)

osszefiiggést kapjuk, ami a megkovetelt £2 nagysagrendii pontossagig valéban azonossag. Hasonléan lathatjuk be a
1
ViFe=(0+e)2=1+ 5 £+ O(e?)

Osszefiiggés helyességét, négyzetre emelés utan ugyanis

1 2
1+5{1+§a+0(52)} :1+g+§+0(52)

adodik, ami valoban fennall.
A fentiek segitségével most mar kdnnyen ki tudjuk szdmitani a bevezet&ben szerepls /16,000 000 08 — 4 kifejezés
értékét, hiszen

/ 1
1/16,00000008 = /16 +8-1078 =44/1 + 510—8 =

1
=41+ 110*8 + (9(1016)] =4+1-107%4+0(10719),

tehat
16,00000008 —4 = 1-107% + O(1071°).

A matematikai el6készités utan térjink ré a fizikai alkalmazasokra! Olyan példékat valasztottunk, amelyeknél jol
felhasznalhatjuk a kozelitések biztonsagos kezelésébdl adodod elényoket. A feladatok nem olyan sorrendben kovetik
egymaést, ahogyan az egyes témakorokkel a kozépiskolaban megismerkediink, hanem inkabb nehézségi sorrendben. Ha
valamelyik példa fizikai hattere ismeretlen lenne az Olvaso el6tt, nyugodtan ugorja at azt a feladatot és valasszon
olyat, amelynek , fizikdjat” méar ismeri.

1. példa: Két egyenld nagysdgu, de ellentétes eldjeli elektromos toltés egymdstol d tdvolsdgban helyezkedik el. Ha-
tdrozzuk meg az dltaluk keltett elektromos erdtér nagysdagdt a téltéseket dsszekdtd egyenes mentén, de tolik nagy tdavol-
sdgban!

Megoldds: Egy @ nagysagu toltés r tavolsdgban a Coulomb-térvénynek megfelelgen

Q

r2

E =
nagysagu elektromos térerésséget hoz létre.
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A —Q toltést test tere r + d tavolsdgban

Ey = —k :
? (r+ d)?



Hasznaljuk ki, hogy r sokkal nagyobb d-nél! Nyilvan FEs kozelitGleg —k%—tel egyenld, amennyiben a nevezében r
r

mellett elhanyagoljuk d-t. Az igy elk6vetett hiba d/r nagysagrendd, vagyis

d
Ey = —k% [14—(9 (—)] ,
r r
az eredd elektromos tér pedig

d kQd
E=E1+E2=—kg2 [1—1+O<—>] =0+(9<%).
T T T
Sajnos az eredménynek csak a nagysigrendjét kaptuk meg, mivel a pontosan kiszdmitott tagok éppen kiejtették
egymést. Nyilvan ennél tobbre vagyunk, szeretnénk az eredményt szamszertien is meghatarozni, még ha ez a szam
nem is egyezik meg tokéletesen pontosan az ,igazi” térerGsséggel. Eljarasunkat ugy finomithatjuk, ha FEs-t egy kicsit

pontosabban szamitjuk ki, nem olyan durvan, mint azt fentebb tettiik. Eo-t megadé képlet nevezéjébsl r2-et kiemelve
alkalmazhatjuk az 1-hez kozeli szamok hatvanyaira megismert 6sszefiiggést:

-2
b8t o ()],

Ez a szamitasi pontossag mar elegendSen finomnak latszik, mert ha a legnagyobb tagok kiejtik egymast, még mindig
marad egy pontosan (értsd: szamszertien) kiszamitott mennyiség, és csak ezutan kovetkezik a kozelités pontossagara
utal6é ordé-szimbolum. Az ereds térerGsség:

2 2
E:E1+E2:kQ 1—1+2~§+(’) d :2k@—|—0 FQd ,
r2 r r3 rd

r2

amely — mint latjuk — a tavolsag kobével forditott aranyban (tehat a ponttoltések Coulomb-terénél gyorsabb
iitemben) csokken, a toltésrendszert pedig a dipdlnyomatéknak nevezett Qd szorzat jellemzi. Nagy tavolsagban a ki
nem szamolt tag 2kQd/r® mellett valoban elhanyagolhato.

2. példa: Hatdrozzuk meg egy R sugari gombtikor fokusztdvolsdgdt, vagyis annak a pontnak a helyzetét, ahovd a
tikdr a tengelyével parhuzamosan érkezd sugarakat dsszeqyijti! Teljesiil-e a képalkotds feltétele?

1985-03-135-1.eps
2. dbra

Megoldds: Nézziik meg, hol metszi az optikai tengelyt az a fénysugér, amely eredetileg a tengelytsl h tavolsagban
haladt! Amennyiben az igy kapott f tavolsag minden h-ra ugyanakkora, gy a leképezés tokéletes. Nagy nyilasszog,
pl. félgdmb tiikérre ez nem teljesiil, hiszen példaul a h =~ 0 és a h ~ R esetek élesen elkiiloniilnek. Szoritkozzunk
ezért kicsiny nyilasszogd tiikrokre, vagyis legyen h < R! Ilyenkor az f(h) fiiggvény is koriilbelil allando, f értékei
alig valtoznak. Mit jelent a ,koriilbeliil”, illetve az ,alig” kifejezés ebben az esetben? Egy girbegorbe tiikornél is
kicsiny (tehat a nullatol és emiatt egymastol is alig kiilonbozs) h értékekre f(h) sem valtozhat sokat, f értéke O(h)
pontossagig allandé. A képalkotashoz ez még kevés! Ennél pontosabban, legalabb O(h?), precizebben fogalmazva,
(hiszen f hosszisag dimenzioju kell legyen) O(h*/R) hibahataron beliil allando (h-tol fiiggetlen) kell legyen f(h).
Vajon teljesiil- e ez a jelen esetben? Az &brarol leolvashaté, hogy

‘I:R_fa
h = Rsin «,

h =z sin 2a.

Ezeket Osszevetve

vagyis

adodik, ahonnan



Mivel ez a fiiggvény nem tartalmaz h-val ardnyos, vagyis O(h)-s tagot, a képalkotés feltétele teljesiil, és a tiikor
fokusztavolsaga R/2-nek vehets.

3. példa: Eqy elejtett testet a sebességének négyzetével ardnyos kizegellendlldsi erd fékez: Fj, = —ev®. Mennyi idd
alatt esik le a test H magassighbol? (A kozegellendlldsi erd az esés sordan végig nagyon kicsiny a sulyeréhioz képest, ezért
elegendd e-ban elsé rendig, azaz € elsé hatvdnydnak figyelembe vételéig szamolni.)

Megoldas: A test mozgésegyenlete a Newton-féle torvény szerint
2 _
mg — ev° = ma.

Els6 kozelitésben e-t, pontosabban az e-nal ardnyos tagot elhanyagolhatjuk, ekkor a szabadesés Osszefiiggései alkal-
mazhatok:
s = gt2, v = gt,

20
T=,—.
)

Az elkévetett hiba minden tagban O(g). (A rovidebb irasmod kedvéért csak e hatvanyait tartjuk szamon a kozelitések
pontossaganak becslésénél, az € mellett allo és tobbnyire dimenziés mennyiségeket nem irjuk ki.)

Probaljuk meg most ¢ els6 hatvanyanak pontossidgiig valamennyi mennyiséget precizen kiszamitani, s csak az
O(£?)-et hanyagoljuk el!

az esés ideje pedig

5= gﬁ +ef(t) + O(e2),
v =gt +evs(t) + O(e?),
a=g+eap(t)+ O(?).

A Avy
ahol f(t) egyeldre ismeretlen fliggvény, vy = thf és ay = th pedig az ennek megfelels sebesség, illetve gyorsulas. A
fenti kifejezéseket visszahelyettesitve a mozgasegyenletbe

mg — e[g*t* + O(e)] = mg + ¢ -may + O(e?)

adodik. (Figyeljik meg, hogy a fékezGers képletében a sebességet elegendd az els6 — a szabadesésnek megfelels —
kozelitésbsl adodo gt-vel helyettesiteniink, hiszen a v2-et szorzoé kicsiny ¢ miatt a valodi sebesség és gt eltérésébél
adodo hiba csak €2 rendben rontja el az egyenletet.)

A kozegellenéllasbol adodo gyorsuléas tehat

92

—_9 p 2
24 0(e2),

af

ahonnan visszakovetkeztethetiink v, , abbdl pedig f(¢) alakjara. Mivel altalanosan igaz, hogy egy y = z™ alaka
fiiggvény valtozasi sebessége (derivaltja)

Ay  (x+ Ax)" —a2" 2" Az\" B
E_T_Ax_KlJr ) 1}_
™ nAx Az? 1

3 4
az id6 négyzetével ardnyos gyorsulas esetén a sebesség 3 -mal, az f(t) figgvény pedig E—vel kell hogy aranyos legyen.

Igy végiil az

ut—idé6 fiiggvényt kapjuk, ahonnan az esés 7" idejére a

2
H=972>_ .. 9 14
2 12m

osszefiiggest kapjuk. Nem sziikséges azonban ezt a (T -re nézve masodfoki) egyenletet pontosan megoldanunk, hanem
csupan ¢ pontossagig. Hogyan tehetjiik ezt meg? Alkalmazzuk az el6bb mar bevalt ,triikkot”, irjuk fel, hogy az esés
ideje durvan

_ 2H

T? = == + O(e),
7 ()



majd rendezziik &t a precizebb szamolasboél adédott egyenletet

2H
72 =22 4 o iy 02,
g 6m

alakra. Ezzel még — a hagyomanyos értelemben — nem oldottuk meg az egyenletet, hiszen annak mindkét oldalan
elsfordul a T ismeretlen. Ha azonban figyelembe vessziik, hogy T2 -et ¢ pontossagig mar ismerjiik, és hogy T* elstt

Gdgyis van mar egy kicsiny szorzétényezs, akkor maris el6ttiink all a megoldas:

g+66m p + p +35mg+ (%),

2H 2H 2H H
T=—\/lte——=]/— [l+e— +O(?)].
g 3m g 6m

Az itt bemutatott eljarast perturbdcidszamitisnak nevezik. Segitségével modszeresen finomithatjuk eljarasunkat,
és az egyes lépéseknél mindig csak az el6z6, durvabb kozelités eredményére van csak sziikségiink.

2H g [2H > 92H 2 H?
(e)

ahonnan

A kiozelitések és a differencidlszamitds kapcsolata

Befejezésiil roviden megemlitjiik, hogy miként hasznalhaté fel a differencialszamitas a kozelits szamitasoknal. Alta-
laban ott jutunk nehéz helyzetbe, ahol két majdnem pontosan azonos mennyiség kiilonbségét szeretnénk meghatarozni.
Ilyen esettel taldlkoztunk az 1. példaban is, ahol a keresett mennyiség az
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volt. Ezt a kiilonbséget felfoghatjuk agy is, mint az f(x) = = fiiggvénynek két kozeli pontjaban felvett fliggvényértékek
kiilonbségét.
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3. dbra

Altalaban az
flx+e)—flz)

megvaltozas felirhato
fla+e)—f(=z)
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alakban is. A tort (ha e elegendGen kicsiny) jol kozelithets az f(x) fliggvény derivaltjaval:
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precizebben:
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igy tehat a keresett kiilonbség )
flte) = flx)=c-f(z)+0O().
Geometriailag ez a kozelités annak felel meg, hogy a 3. abran az AB szakasz hosszat AC-vel helyettesitjiik.
Ennek felhasznalasaval
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Hasonléan adoédik, hogy kicsiny szogek szinusza
sin e =sin (0 +¢) —sin 0 = £ cos 0+ O(e?) = £ + O(£?).

(Raadasul, mivel sin x paratlan fiiggvény, a hibatag nem is €2, hanem ¢ nagysagrendi csupan). A kapott Osszefiiggés
természetesen nem tekinthetd a sin x ~ x kozelits képlet , levezetésének”, hiszen felhasznéltuk, hogy (sin z)' = cos z.
Altalaban éppen forditva jarunk el, a kozelités helyességének belatasa vezet el a derivalt fiiggvény meghatarozasahoz. Itt
most csupan arra kivantunk ramutatni, hogy ha valahonnan (mondjuk tablazatbol) ismerjiik egy fiiggvény derivaltjat,
akkor ennek segitségével konnyen tudunk kozelité szamitdsokat végezni ezzel a fiiggvénnyel.



Mint lattuk, a kozelit6 szamitasoknak éppen olyan jol definialt, pontosan megfogalmazhat6 szabélyai vannak, mint
példaul az algebrai atalakitasoknak, vagy a geometriai szerkesztéseknek. Ne tekintsiik tehat a kozelité szamitésokat
a preciz matematika mostohagyermekének, ne szégyelljiink élni a kozelitések adta lehet&ségekkel, de mindig legyen
el6ttiink, hogy milyen nagysagrendid tagokat hanyagoltunk el, vagyis hogy mit, miért és mennyire kozelitettiink!

Feladat: Hatdrozzuk meg egy lovedék roppdlydjat a kozegellendllds figyelembevételével! Szamitsuk ki, hogy egy 30°-o0s
szogben kildtt lovedék hdany méterrel messzebb repiilne, ha nem fékezné a levegd! (A hidnyzo adatokat vegyiik fel tetszés
szerinti, de redlisan elképzelhetd nagysdginak!)



