Fizikai mozgasok
Bevezetd

A valosagot gyakran fizikai modellel irjuk le, amit viszont matematikai modszerrel tanulmanyozunk. A fizikai
modellek sokszor differencidl- vagy differencia- egyenletekre vezetnek. Az utobbiak tulajdonképpen speciélis hatterd
rekurziok[] 1 ! Igy a fizikai folyamatok szarmtogepes lefrasakor rekurzidval megadott sorozatokkal kell szamolnunk. Ebben
a fejezetben két fizikai feladatot ,,oldunk meg” szamitogéppel:

a) leirjuk a l6vedék mozgasat légellenallas esetén, azaz a ballisztikus gorbét;

b) leirjuk a bolygok mozgdsdt a Nap koriil.

Azért valasztottuk éppen ezeket, mert kozépiskolai megoldasuk igen nehéz. Pontosabban fogalmazva, a Kepler
torvények levezethetSk kozépiskolai szakkorokon, de csak nehezen, a ballisztikus gorbe kozépiskolai targyalasa pedig
lényegében értelmetlen lenne. Szamitégépes megrajzoltatasuk viszont egyszerd

Fizikai mozgdsok leirdsa differencia-egyenletekkel

Valasztunk egy alap-idGegységet: egy napot, egy orat, egy percet, .. ., és az id6t felosztjuk ilyen egységekre: ¢ = 0, 1,
2, . ... Csak ezekben az idépillanatokban vizsgaljuk a mozgo6 pontot. Az er(ﬁtérvények alapjan kiszamoljuk a gyorsulést,
amelyet a sitkban két adat jellemez: a vizszintes és fiiggGleges gyorsulas: A ) és B(t i ). A testet még két adatpar jellemzi:
a sebességkoordinatak: U(t) és W(t), tovabba a helykoordinatak: X (t F Keét idopont kozott a test mozgasat
egyenesvonalt egyenletes mozgassal kozelitjiik. Igy a kovetkezo rekurzmkat hasznaljuk.

(1) U(t+h)=U(t) + A(t) -
(2) W(t+h) =W (t)+ B(t)-h, ahol h =
(3) X(t+h) =X +U@)-
(4) Y(t+h)=Y(t)+W(t)-

h
1.
h
h.

Gyakran (3)-ban és (4)-ben U (t) és W () helyett U (t41)-et és W (t+1)-et hasznaljuk [ Ha tehat egy olyan programot
irunk, amely kiszamolja az A(t), B(t) gyorsulas-komponenseket a pont helyének és sebességének ismeretében, és ezeket
(egyszerten csak) A, B jeloli, akkor a programunk igy néz ki:

109 A=, $ B=... (es a fizikai térvény!)
118 UsU+A * Wslbl+B
120 ¥=x+) ¢ Y=Yel

130 AN=C#X ¢ YH=CxY (normilés)

148 IETHgEGVEﬁ WN>127 OR YH<O OR YN>47 THEHW 1680
358 S G MM, YH ki .

168 GOTI 108 (kirajzolds)

(A ferde hajitas esetén példaul a kévetkezd sort hasznéaljuk:
100 A=0:B=-981.)

Az el6készits 1épések utan tehat a fent: néhdny sor egy végtelen ciklusban kirajzolja a pont pdlydjat. A 100 — 120 sorok
adjak a program ,lelkét”. Felhasznaljuk, hogy egységnyi id6kozokben lépiink. A 130 sor arra vald, hogy a mozgd pont
képét a képernydn tartsuk. A C konstans megkeresése t6bb médon is térténhet, példaul:

a) periodikus, vagy véges ideig tartd6 mozgasnal meghatarozhatjuk ABS(X) és ABS(Y) iddébeli maximumait, és
ennek megfelelGen kell X-et és Y-t leosztanunk.

b) Megtehetjiik, hogy elGszor a 140 sort kiiktatjuk, a 150 helyére pedig PRINT X, Y-t és egy lassito ciklust tesziink
be, és ugy futtatjuk le a programot. Igy azonnal latjuk, mennyit kell kicsinyiteniink.

Megjegyzés. A valosagos helyzetek leirdsa bonyolultabb. Figyelniink kell példaul a kerekitési hibdkra is, illetve
az algoritmus hibdjdra, ami abbol adodik, hogy két megfigyelt idépont kozott a mozgést egyenes vonali egyenletes
mozgéassal helyettesitjiik.

*Részlet Simonovits Miklos: Szamitastechnika c. most késziils tankdnyveébol.

LA tankdnyvben a rekurziok fogalméat egy korabbi fejezet targyalja, itt nem ismertetjiik azokat. Elég annyit tudnunk, hogy a tovabbiakban
megadand6 (1)—(4) sszefiiggések is rekurziok, és hogy a rekurziok kiildnésen alkalmasak szamitogépes kezelésre.

2példaink torténetileg is nagyon fontosak. Eppen ezek a csillagaszati, ballisztikai szamitasok ,kovetelték ki” a szamitogépet. Megolda-
sukon a matematika és a fizika legnagyobbjai dolgoztak.

31tt kellemesebb lenne az U és V betiik hasznalata, de V-t mér lekotottiik az induldsebességre.

‘Ha a t id6koz elég kicsi, a megfelels értékek annyira kozel esnek egyméashoz, hogy ebben a kiozelitésben egyenlének vehetjiik Sket.



Kepler torvények

Mit akarunk megfigyelni? Azt, hogy
a) a bolygo pdlydja ellipszis, melynek egyik fokusza a tOmegvonzasi centrum,
b) a centrumtdl tdavolabb a bolygé mozgdsa lelassul: azonos id6k6zokben a surolt teriilet azonos.

5 (LS ) . )

18 PRINT “BOLYGOMOZGHS, A NAP AZ ORIGOBAN"

56 PRINT "A FOLD HELY ES SEBESSEGKOURDINATAIL"

36 PRINT "(X,¥i="; s INPUT K. ¥

4@ PRINT "(U,Wy="; : IHPUT U, W

S5 PRINT "GRAVITACIOS KOMSTANS": ! INPUT C

69 [LE ¢ SETCRS, 200

70 Re(XAA+YRYI ML S

80 A=C/R#X : BaC/RNY

9@ UsU-A ¢ bWi=l~E

188 4=X+U & Y=Y+l

118 IF ABS(X)36@ DR ABS(Y>20 THEW
PRINT@Z, INT (3, IHTCYY S (GOTD 78

128 SET(X+68, Y+20) »

130 GOTO 7@

140 REM t JO INDITHS: ...

Magyardzat. A program ,lelke” a 7()—8() sor. Ha r az origotol vett tavolsag, akkorr = VX2 + Y2, ACx* (X,Y) = (CxX,CxY)
vektor az origobol (X,Y)-ba mutat és C * r hosszusagu. Igy az origdtol mért tavolsag négyzetével forditottan ardnyos
hosszusagu vektor:

C C C

Hogy gyorsitsuk a szamolast, R = r’-et hasznaljuk, igy kapjuk az
A=C+X/R:B=CxY/R

gyorsulas koordinatéakat.

Ezutan a program mikodése méar vilagos. 50-ig tart az INPUT egység, 70 — 130 a pélya kiszamolasa és kirajzolasa
képvédelemmel, ahogyan azt elézsleg elmagyaraztuk. Ilyen tipust programoknél érdemes az utolsé sorba feljegyezni
azokat az adatokat, amelyekkel a program futésa biztositott (nem fut ki a kép az erny6rol).

Feladatok

1. Gondoljuk at, mit csinal a 110-es sor!
2. Keressiink olyan W és C értékeket, hogy a (40,0), (0,W), C indulassal a program altal kirajzolt gorbe a képerny6n
maradjon!

1
3. A bolygd energidja két részbdl 4ll: a mozgasi energiaja imv2 (v =W?2+

+ U2), és a potencidlis energiaja: —mC/SQR(X2 + Y2)E Nyomtassuk ki a teljes energiat m = 1-re minden lépésben a
jobb felsé sarokban. Igaznak talaljuk-e az energiamegmaradas torvényét?

4. Mit tapasztalunk, ha azt tessziik fel, hogy az er6 minden pontban alland6 nagysagu, és a centrumba mutatd
irdnya ?

5. Ha C-t negativnak valasztjuk (példaul azonos elGjeld elektromos toltéseknél), az taszitd erStérnek felel meg.
Ilyenkor hiperbola palyat kapunk. Keressiink megfelels indul6 értékeket!

6. Egy parhuzamos fegyverzeti kondenzator lemezei kozott egy elektront 16viink keresztiil. A lemezek k6z6tt homo-
gén erétér hat, mely aranyos a fegyverzetekre kapcsolt fesziiltséggel és meréleges a fegyverzetekre. Irjunk programot,
amely bemutatja az elektron mozgasat a fegyverzetek kozott, majd amikor kikeriilt koziilik.

7. Irjunk programot, amely az ingamozgast irja le. Vizsgaljuk meg, mennyire allandé a lengésidé kiilonbozd nyi-
lasszogi kilengések esetén!

8. Készitsiik el az ,,automatikus mozgasabrazolas” programjat: a gép T ideig szdmolgassa csak a palyat és X, Y
maximumat, tegye el az adatokat, majd ebbél rajzolja ki a gorbe lenormalt alakjat. T legyen INPUT adat.

9. Ha a bolygoémozgas programjit tobbszor, kiilonb6z6 adatokkal is kiprobaljuk, észrevehetjiik, hogy amikor a
bolygod kozel keriil a vonzasi centrumhoz, akkor a szamolési hibék felndvekednek: a bolygd nem egy rogzitett ellipszisen
fut korbe, hanem egy lassan korbefordulo ellipszisen. Igy az alabbi képet kapjuk:

SHa egy tOmegvonzasi centrum C/R2 erével vonz egy testet, akkor ahhoz, hogy a testet ,kivigyiik a végtelenbe”, ¢/R munkat kell
végezniink (ezt integralassal lehet bizonyitani). Mivel a helyzeti energia csak konstans erejéig van meghatarozva, megallapodhatunk abban,
hogy azt a végtelenben O-nak vessziik. Ha persze az energia a végtelenben 0, akkor (esetiinkben) a végesben negativ lesz.

6Szokas az inga mozgasanak leirasakor a sin = ~ x kozelitést hasznalni. Igy az ingamozgast harmonikus rezgémozgassal kozelithetjiik.
Itt most nem ez a célunk. A periddusidét mérhetjiik stopperral is, de irhatunk olyan programot is, amely szdmolja, hany lépésben ériink
egyik végpontbol a masikba.



Az ilyen mozgasokat ,,precesszaléo mozgéasoknak” nevezhetnénk. Noveljiik meg a fenti indulé adatok mellett a pon-
tossdgot a DEFDBL A, B, U, W, X, Y, R segitségével. Mit tapasztalunk?

A ballisztikus gorbe

Tudjuk, hogy ha eltekintiink a Fold gorbiiletétsl és a légellenallastol, akkor egy agytgolyd parabola palyat ir le.
Ennek a palyanak az egyenletét tanuljuk is, igy ezzel nem fogunk foglalkozni. Sokkal nehezebb a 16vedék mozgasat leirni
a légellenallas tekintetbevételével — féleg ha még arra is gondolunk, hogy a légellenallas a magassaggal valtozik. Mar
Newton is foglalkozott a problémaéaval, késébb Euler dolgozott ki megfelels kozelité megoldasokat a ballisztikus roppélya
lefrasara. A matematika még jonéhany kiemelkedd alakja tért vissza erre a kérdésre, koztikk Clairaut, d’Alembert,
Lagrange és Laplace is. A problémat egyebek kozott az is okozza, hogy a légellenallas csak nagy sebességek esetén
kozelithets a sebesség négyzetével aranyos erével[T Hogy a probléma nem csak elméletileg érdekes, azt mutatja az is,
hogy az I. vildghaboru elején a német tengerészet kikisérletezett egy nagy kaliberd agyut, amelyrsl kiprobalasakor
deriilt csak ki, hogy kb. kétszer olyan messze hord, mint gondoltak. Ez azon mult, hogy nagyobb magassagokban a
légellenallas kb. feleakkora, mint talajkozelben.

Az alabbi program nem igényel tul sok magyarazatot. Feltessziik, hogy a légellenallasi lassulés: (A, B) a sebesség
négyzetével, R? = U? + W2-tel aranyos, és az aranyossagi tényezé C = 0,00003.

"Polya Gybdrgy ,,Matematikai modszerek a természettudomanyban” cimii kdnyvében bdvebben ir errsl a kérdésrsl. Megemliti azt is, hogy
a tapasztalattal leginkdbb az van 6sszhangban, ha a légellenallast vl"”—gyel vessziik ardnyosnak, ahol v a test sebessége.



19 CLS ¢ C=0.08003
28 PRINT "FERDE HAJITAS" ¢ PRINT "LEGELLENALLASSAL"
30 PRINT "A LOYEDEK SEEBESSEGE" : INPUT ¥
48 PRINT "A LOYES MEREDEKSEGE® ¢ INPUT M
S8 PRINT "LEGELLENALLAS" 3 IMPUT C : CLS

E:Sﬁ FOR I=1 TO 126 STEP 2
70 SETC(I.45) @ MEWT I

3@ FOR I=1 TO 47 STEP 2 ¢ SET(O,47~1>  MEKT 1
50 REM IDRIG TARTOTT AZ INPUT ES A KOORDINATA-
cn T B, RO SO

=@ ¢ ¥=@ @ U= MO 3 e (kezd3értékek

116 R=SGIR CLIMU+LKLD (a sebességvektor hossza) )
120 A=CHUNR : BeCHWMR , ° A
130 UsU~f : WsW-B-3.81 (légellendllds!)
148 M=K+l ¢ Y=Y+l
158 IF ¥Y<@ THEN STOP
160 IF Y>4508 THEN 11@
170 SET(X/100,45-Y/108> : GOTO 119
180 REM JO ADRTOK: Y=35@,M=1
196 REM R FPROGRAM MEVE "BALL"

Magyardzat. Az 50 sor kihagyhato, hiszen C-nek mar adtunk értéket a 10 sorban. Igy azonban lehet&ségiink van
a valasztasra: ha csak NL-t nyomjuk le, marad C = 0,00003, de ha mas adatot akarunk beiitni, azt is megtehetjiik.
A 60 — 70 sor az X-tengelyt, a 80 az Y tengelyt nyomtatja. 100 adja meg a kiindul6 adatokat. 110 és 120 biztositja,
hogy a légellenallas a sebesség négyzetével legyen ardanyos. Valoban, (U, W) a sebességvektor, R a hossza. Igy (R * U,
R * W) ugyanilyen irdnyt, de a sebesség négyzetével aranyos hosszusaga. 13(-ban a sor végén a gravitacios gyorsulast
latjuk. 150 leallitja a programot, mikor a lovedék a foldbe csapodik, 160 képvédelem.

Feladatok

1. Modositsuk a programot agy, hogy egyetlen koordinata-rendszerben adja meg a 16vedék palyajat C = 0-ra,
C = 0,00003-ra, C = 0,00006-ra, C = 0,00009
-re és C = 0,00012-re. Mit tapasztalunk? Lényegesen befolyasolja-e a 16vés hatosugarat a légellenallas novekedése?
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2. Modositsuk a fenti programot tgy, hogy

a) a légellenallas C(Y) = 0,00003/Y legyen: a magassaggal forditottan aranyos.

b) C(Y) a talaj mentén 0,00003 legyen, 10000 m magassagban 0, és kézben linearisan valtozzon.

3. Az el6z6 feladat megoldasa utdn még intézziik el” azt is, hogy a gép egyszerre rajzolja ki azt a 16vedéket, amely
konstans C = 0,00003 légellenallas hatasara mozog, és azt, amely 0,00003-t6] 0-ig linearisan csékkens C(Y) hatasa
alatt mozog, ahogyan azt az el6z6 feladat b) pontjaban leirtuk.

4. Hogyan modosul a l6vedék réppalyaja, ha a légellenéllasi tényez6t a sebesség 1, 71-edik hatvanyaval vessziik
aranyosnak a sebesség négyzete helyett? Rajzoltassuk ki mind a két palyat egyszerre!

5. A képerny$ kozepérsl adott sebességgel 16vedékeket inditunk kiillonbozd iranyokba. Rajzoltassuk ki a nyomvo-
nalakat abban az esetben, ha a légellenallastol eltekintiink! A nyomvonalak egy parabola alatti teriiletet toltenek ki,
a parabolat burkoldgorbének nevezziik.




