1. Arra kérem az olvasét, vegyen el papirt, ceruzat és készitsen maga is abrakat, tobbfélét is, mint amennyit itt
a szoveg mellett 14t. Sajat tapasztalatai alapjan mélyebben belelathat abba, amirél a kovetkez6kben sz6 lesz.

Rajzoljunk egy kort és bele egy hurnégyszoget, majd huzzuk meg a csucsaiban a kor érint6it! Huzzuk meg a
harnégyszog és a keletkezs érinténégyszog atloit (1. abra).
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1. dbra

2. dbra

Keészitsiink tobbféle abrat is! Most jeloljiink ki 4 pontot a kéron gy, hogy az A, B pontpar valassza el C-t és D-t,
és legyenek ezekben a pontokban az érint6k a, b, ¢ és d (2. abra). Huzzuk meg az AB, a C'D egyenest, tovabba az a
és b metszéspontjat c és d metszéspontjaval 0sszekots egyenest, végiil a b és ¢ metszéspontjat d és a metszéspontjaval
Osszekots egyenest. Mit sejtiink a hur és érinténégyszog atloinak metszéspontjarol?

Négy pont a koron egy konvex és két hurkolt” négyszoget hataroz meg, és az ezekhez tartoz6 érinténégyszogek
még aszerint is kiilonb6zsk lesznek, hogy van-e a kornek olyan félkore, amelyik tartalmazza mind a 4 pontot, vagy
nincs. Az abrak azonban az Osszes esetben azt sugalljak, hogy a hur- és az érinténégyszog atldinak a metszéspontja
egybeesik. Az, hogy ez mindig igy van, konnyen kovetkezik a projektiv geometria nevezetes eredményeibd6l.

A | projekcid” szo vetiiletet jelent, és a projektiv geometria valoban olyan geometriai kapcsolatokkal foglalkozik,
amelyek vetitésnél sem valtoznak meg. Ha egy sikot egy masikra vetitiink, parhuzamos vagy egy pontbdl indulo
sugarakkal, akkor a sikon levg abrak rendkiviil eltorzulhatnak. Szogek, tavolsagok, tavolsagaranyok megvaltozhatnak,
mégis vannak olyan Gsszefiiggések, amelyek megmaradnak. Pl. pont vetiilete pont, egyenesé egyenes (esetleg egyetlen
pont), metszéspont vetiilete altalaban metszéspont stb.

2. Fontos szerepet jatszanak a geometria ezen dgaban a kupszeletek. Igy nevezik kézos néven a hiperbolat, parabolat,
ellipszist, kort, s6t hozzajuk véve esetenként még a két egyenesbdl allo alakzatokat is, mint elfajult” kuapszeletet.
Ezeknek a vetiilete is kupszelet (elfajulté elfajult).

A kupszeletekre vonatkozik a kovetkezs, Pascaltol, illetSleg Brianchontél szarmazé tételpar.

PASCAL TETELE. Ha A, B, C, D, E, F egy kipszelet 6 pontja, akkor a szemkozti oldalpdrok metszéspontja
eqy egyenesen van, azaz az AB és DE, a BC és EF, tovibbd a CD és FA egyenesek metszéspontjai. Ha ezek kézil
egy egyenespdr parhuzamos, akkor a tovdbbi két metszéspontot Gsszekdtd egyenes is pdrhuzamos velik, ha pedig két
egyenespdr parhuzamos, akkor pirhuzamos a harmadik pdr egyenes is (3. abra).



3. dbra

Brianchon tételében a kipszelet pontjai helyébe az érintéi lépnek, és pont és egyenes szerepe felcserélédik.

BRIANCHON TETELE. Haa, b, ¢, d, e, f egy kipszelet 6 érintdje, akkor az a és b metszéspontjdt d és e met-
széspontjdval, a b és c metszéspontjat az e és [ metszéspontjdval, végiil a c és d metszéspontjit [ és a metszéspontjdval
0sszekitd egyenesek egy ponton mennek keresztil (4. dbra).

4. dbra

Nem fogalmazom meg a tétel kiegészits részét arra az esetre, ha a felsorolt érintéparok koziil egyesek parhuzamosak.

3. A tételek akkor is érvényesek, ha a felsorolt pontpérok, ill. érintGparok koziil egyesek egybeesnek. Ekkor a
pontpar 6sszekotd egyeneseként a pontban hazott érint6t kell venni, egybeesS érint6par metszéspontjaként pedig az
érintési pontot. Ha pl. Pascal tételét 3, egyenként két pontnak szamitoé kupszeletpontra alkalmazzuk, ill. Brianchon
tételét 3 kétszer szamito érintdre, akkor a kovetkezd tételeket kapjuk:

Egy kiupszeletbe irt hdromszdg oldalainak a szemkézti csucsban hizott érintdvel valo metszéspontjai egy egyenesen
vannak (5. dbra).

5. dbra



Ha egy haromszog oldalai egy kupszeletet érintenek, akkor a csticsokat a szemkézti oldalon levd érintési ponttal
0sszekitd egyenesek egy ponton mennek keresztil (6. abra).

6. dbra

Igen egyszerti tételeket kaptunk. Probaljuk meg bebizonyitani abban az esetben, ha a kapszelet kor (a haromszog
koreé irt kor, ill. a beirt kor vagy az egyik un. hozzéirt kor). Bizony nem konny!

4. Az 1. pontban megfigyelt Osszefiiggésre Brianchon tételébdl kovetkeztethetiink, ha azt arra az esetre alkalmazzuk,
amelyben egybeesik az a és b, tovabba a d és e érint6 (7. abra). Az a, ¢, d, f érint6k érintési pontjai legyenek A, C,
D, F,azaésc, césd, dés f, f és a érint6k metszéspontja rendre K, L, M, N.

7. dabra

Ekkor a Brianchon tétel azt adja, hogy az AD, KM és LN egyenesek egy ponton mennek keresztiil, vagyis a hurnégy-
sz0g egyik atloja dtmegy az érinténégyszog atldinak a metszéspontjan. Hasonloan lathatd, hogy a hurnégyszog masik
atloja is atmegy az érinténégyszog atloinak a metszéspontjan. A bevezetGben megfigyelt Gsszefiiggés tehat barmely
kipszelet hir- és érinténégyszogére érvényes.

Akiknek esetleg sikeriilt felkeltenem az érdeklédését a projektiv geometria irant, azok kdzelebbrsl megismerkedhet-
nek vele példaul Vigassy Lajos: Projektiv geometria cimd kozépiskolai szakkori flizetébdl, amelyik a Tankonyvkiadonal
jelent meg 1970-ben.

Varhato, hogy az altalanos tétel kor esetére vonatkozo specialis esete bizonyithato legyen anélkiil, hogy tul kellene
lépni a kozépiskolas ismereteken. Az alabbiakban ilyen bizonyitésokrol lesz szo.

5. A kovetkez6t bizonyitjuk tehat be: Legyen A, B, C, D egy kér négy pontja; az A-ban és B-ben, a B-ben és
C-ben, a C-ben és D-ben, tovibbd a D-ben és A-ban hizott érinték messék eqymdst sorra a K, L, M, N pontokban.
Ekkor az AC, BD, KM és LN egyenesek vagy eqy ponton mennek keresztil, vagy pdrhuzamosak. A tétel Newtontol
szarmazik.



8. dbra

Bizonyitds. Ha AC és BD péarhuzamos (8. abra), akkor az dbra szimmetrikus az ezekre az egyenesekre merdle-
ges atmeérs egyenesére, igy KM és LN is merGleges réd, vagyis parhuzamos AC-vel és BD-vel. (ABCD itt hurkolt
harnégyszog, és K LM N az érinténégyszog.)
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10. abra

Tegyiik most fel, hogy AC és BD metszi egymaést; jeloljiikk a metszéspontot F-vel. A 9. és 10. dbra a 4 pont kiilonb6z6
elhelyezkedései mellett mutatja a viszonyokat. Azt fogjuk belétni, hogy az érinténégyszog egyik atloja is atmegy E-
n. Kiindulasul az az észrevétel szolgal, hogy a KA és KB érintGszakaszok egyenl@k, és konnyen taldlhatunk ezekkel
egyenls szoget bezaro korsugarakat, tehat ugyancsak egyenls szakaszokat. Messe BO-nak az O-n tuli meghosszabbitasa
a kort Bi-ben. Az AOB; sz0g az AK B szogre merGleges szart, és azzal egyezs irany, tehat a két szog egyenls. Eszerint
az AK B és AOB; haromszogek hasonlok és egyméashoz képest 90°-kal vannak elforgatva A koriil.

Most mar meg tudunk szerkeszteni egy AK BE négyszoghoz hasonlo és ahhoz képest 90°-kal elforgatott négyszoget.
Ehhez csak merélegest kell dllitani A-n 4t AC-re, Bi-en at pedig BD-re.



A keresett merslegesek koziil az utobbi a DBj egyenes, hiszen ez Thalész tétele szerint valéban merdleges B D-re.
Hasonléan a keresett AC-re meréleges egyenest ugy kapjuk meg, hogy A-t a kor C-vel atellenes Cy pontjaval kotjiik
Ossze. Jeloljiik a két merdleges metszéspontjat F-fel.

Azt nyertiik tehat, hogy az AK BE négyszoget A koriil 90°-kal elforgatva és kozben alkalmas aranyban nagyitva
vagy kicsinyitve, az O ABy F négyszogbe vihets at. Ekdzben a K E atlo az OF szakaszba megy at, tehat K E meréleges
OF-re.

Ugyanigy szerkeszthetiink meg egy, a DM C E-hez hasonl6 és D koriil (az elébbivel ellenkezs iranyban) derékszoggel
elforgatott négyszoget. Ennek egyenls oldalai a DO és OC; sugarak lesznek, a masik két oldala pedig a D-n at, BD-re,
illetve Ch-en a4t AC-re mer6leges egyenesen fekszik. Ez a két merdleges azonban tjra csak a DB; és az AC; egyenes
lesz, tehat a négyszog negyedik cstucsa ismét F, a keresett négyszog DOC: F. Ennél a forgatva nyajtasnal tehat az
EM atlo ugyancsak OF-be megy at, vagyis EM is mer6leges OF-re. Ez azonban azt jelenti, hogy EK és EM egy
egyenesen van, azaz a IX M egyenes atmegy AC és BD metszéspontjan, E-n. Allitasunkat ezzel bebizonyitottuk.

Ugyanigy lathato be a BLC'E és C N DE négyszogek alkalmas forgatva nydjtasaval, hogy az LN egyenes is atmegy
E-n. Ajanljuk az olvasénak, hogy az alaposabb megértés érdekében végezze el a részletes bizonyitast.

6. A bizonyitasban sehol sem hasznaltuk ki azt, hogy a pontok milyen sorrendben kovetik egyméast a koron. A két
abraval is azt akartuk hangsilyozni, hogy ennek nincs szerepe. Ez azt is jelenti, hogy ha régzitiink 4 pontot a koron,
mondjuk az A, B, C, D pontokat ebben a sorrendben, akkor azokra tobb kiilonb6zs sorrendben is alkalmazhatjuk a
kapott eredményt. Az olvasora hagyom annak az atgondolasat, hogy csak 3 lényegesen kiilonb6zé sorrend adodik, ezek
példaul az ABCD, az ACDB és az ADBC sorrend (11. abra).

Tovabbra is hasznalva az eddigi jeloléseket, az els6 sorrendnél az adodik, hogy a hiir- és az érinténégyszog atloi, az
AC, BD, KM és LN egyenesek egy F ponton keresztiil mennek.

A masodik sorrendnek a 11. dbran hurkolt hirnégyszog felel meg. Ha az A és C' pontban huzott érint6k metszés-
pontjat P-vel, a B-ben és D-ben huzott érintékét R-rel jeloljiik, akkor az érinténégyszog az abran a PM RK hurkolt
négyszog lesz. Az atlok” ez esetben az AD, BC, illetSleg a PR és KM egyenesek. Azt nyerjiik tehét, hogy a KM és
a PR egyenes is atmegy AD és BC' metszéspontjan. Jeloljiik ezt G-vel.

A harmadik sorrendnél a harnégyszog ismét hurkolt, csak az eredeti egyszerd négyszog masik szemben fekvs
oldalparja szerepel benne. Az érinténégyszog viszont az N RL P konkiv négyszog. Most tehat azt nyerjiik, hogy az AB,
CD, NL és PR egyenesek is egy ponton mennek keresztiil. Jeloljiik ezt H-val.

Az utolso két eredmény egylitt azt adja, ha ismét az ABCD és KLMN konvex hur-, illetSleg érinténégyszoget
nézziik, hogy az egyikben és a masikban a szemkozti oldalparok metszéspontjai, tehat a G, H, P és R pontok egy
egyenesen vannak. (Feltéve természetesen, hogy mindegyik metszéspont létrejon. Arra az esetre ismét nem térek ki, ha
a szoban forgd egyenesparok koziil egyesek parhuzamosak.) Kiegészitésiil azt is kaptuk, hogy az érinténégyszog K M
atloja a hurnégyszog atloinak metszéspontjan kiviil az AD és BC szemben fekvs oldalak metszéspontjan is atmegy,
az LN atlo pedig a masik szemben fekvs oldalpar metszéspontjan.

7. Térjiink most vissza Pascal emlitett tételéhez, amely eddig latszolag csak a parhuzam kedvéért szerepelt. Alkal-
mazzuk ezt arra a hatszogre, amelyik hirnégyszogiinkbél ugy keletkezik, hogy az A és C pontot két-két egybeesd A és
A’ ill. C és ¢’ pontnak tekintjiik. Ekkor a tétel azt adja, hogy az AA’ és CC’ egyenes P metszéspontja — ami itt az
A-ban, ill. C-ben htizott érint6 metszéspontjat jelenti — az A'B és C'D, azaz AB és CD metszéspontja, végiil a BC
és DA metszéspontja egy egyenesen van. Azt kapjuk tehat, hogy P a GH egyenesen van. B-t és D-t tekintve kétszer
szamit6 pontnak, azt kapjuk, hogy R is rajta van GH-n. Igy a G, H, P és R pont egy egyenesen van. Ezt a tételt is
kiadta az el6z6ekben projektiv geometridt nem hasznalé bizonyitasunk.



8. Nemrégen értesiiltem, hogy a bizonyitott Osszefiiggésre a mult évszadzadban egy érdekes, a fentit6l egészen
kiilonboz6, a kozépiskolaban szereplékdn tulmend ismereteket szintén nem igénylS bizonyitast adott Léon Annd].
Alljon itt ez a bizonyitas is.

Azt fogjuk bebizonyitani, hogy az érinténégyszog egy atlojat a hirnégyszog atloi ugyanolyan ardnyban osztjak. A
bizonyitast arra az esetre részletezem, amikor egy konvex négyszog oldalszakaszait érinti egy benne levé kor (12. abra,
a 9., 10. abraénak megfelels jeloléseket hasznalunk). Legyen AC és KM metszéspontja E. Ez mindkét szakasznak
bels6 pontja az érinténégyszog konvex volta miatt.

12. dbra

Az AKFE és CM E haromszog bizonyos oldalait fogjuk ¢sszehasonlitani. A két haromszog E-nél levd szogei csics-
szogek, tehat egyenldk. Az A-nél és C-nél levd szogek a kor egy harjanak a két végpontjaban htzott érintskkel alkotott
szogei. Az AC egyenes egy oldalén levls szogek — esetiinkben a K AC és LC A szog — egyenlk. Ez kovetkezik az AC
szakaszra meréleges atmérdre vonatkozo szimmetriabol. Az M CFE szog azonban az AC egyenes ellenkez oldaléra esik,
s igy 180°-ra egésziti ki a K AF szoget.

A EC
13. dbra

A 13. abréan ujra lerajzoltuk a két haromszoget. Ha pl. a K AE szog nem tompaszog, akkor messiik el EC' meg-
hosszabbitasat az M korili M C sugara kérrel, a méasodik metszéspont legyen Cy. (Ha KAE< = 90°, akkor C; = C.
) Ekkor

MCiE<x=MCCi1<t=180° - MCE<x = KAE<«.

A KAFE és MC1FE haromszog két megfelels szoge igy megegyezik, tehat megfelels oldalaik aranya egyenld:
KE:ME=KA:MC,=KA:MC.
Ugyanilyen meggondoléssal adodik a KM és BD szakaszok E’ metszéspontjara, hogy
KE': ME' = KB: ND.

Azonban KA és KB, ill. MC és M D egy-egy pontbol a korhoz huzott két-két érintGszakasz, tehat egyenlsk, igy az
E és E' pont egyenls aranyi részekre osztja a KM szakaszt, és mindkettd a szakasz belsejében van. Ez csak gy
lehet, ha egybeesnek. Eszerint KM, AC' és BD egy ponton megy keresztiil. Ugyanigy lathato, hogy LN, AC' és BD
is egy ponton megy keresztiil, tehat mind a négy szakasz egy pontban taldlkozik. Ezzel belattuk allitasunkat konvex
érint6négyszogre.

Az olvasora bizom a tovabbi (nagy szamu) lehetséges eset végigvizsgalasat. Minden esetben a fent szerepld hérom-
szogparokat kell vizsgélni, és azok egyik megfelel§ szogparja két egyenls szoghdl fog allni, a mésik egymast 180°-ra
kiegészit6 szogekbdl, de hol a metszéspontnal, hol a hir végpontjainal lesznek az egyenld szogek, és az el6bbi esetben
hol cstcsszogek lesznek, hol k6z6s szara szogek.

ILasd Nouvelles Annales 1842., 186. o., 1844., 28 és 465. o.



Az elemzés igy 0j gondolatot nem igényel, de annal tobb figyelmet. Az elsG bizonyitas annyiban mindenesetre
elénydsebb, hogy altalanos érvényd, ilyen elemz6 munkat nem igényel.

9. A bizonyitas egy 6nmagaban is érdekes segédtételen alapult. Befejezésiil fogalmazzuk meg ezt:

Ha az ABC és A'B'C’ hdromszég A-ndl és A’ -nél fekvd szogei egyenldk, a B-nél és B'-nél levd szigek pedig eqymdst
180°-ra egészitik ki, akkor a C és C'-b6l indulé megfeleld oldalak ardnya megegyezik.



