FeltehetGen mindenki egyetért azzal, hogy a stulypont, a magassagpont, a haromszog koré és a haromszogbe irt
kor kozéppontja egyaradnt nevezetes pontja a haromszognek. Legutobbi két szamunkban Surédnyi Léaszlé djabb neve-
zetes pontokkal ismertette meg olvaséinkat. [ Felmeriil a kérdés: tulajdonképpen hany nevezetes pontja is van egy
haromszognek 7 Az aldbbiakban egy paradox allitast bizonyitunk be, ami ramutat arra, hogy a ,nevezetes” és a ,nem
nevezetes” pontok kozti hatarvonalat mennyire nehéz meghtzni.

Nem lehet a haromszdg Osszes bels6 pontja nevezetes, hiszen akkor a ,nevezetes” megkiilonboztets jelz6 nem
kiilonbdztetne meg egyetlen pontot sem a tobbitsl. Az sem lehet, hogy csak egyetlen nemnevezetes pont legyen, hiszen
ekkor ez a pont is nevezetes volna: nevezetesen arrdl, hogy 6 az egyetlen nem nevezetes pont. Hasonldéan tobb, s6t
nagyon sok nem nevezetes pontnak is kell lennie.

(i) Egy haromszog csticspontjai nevezetes pontok.

(ii) Ha az ABC haromszogben N1, Na és N3 nevezetes pontok, akkor az N1 N2 N3 haromszog stulypontja is nevezetes.

Azt persze nem allitjuk, hogy csak ezek volnanak a nevezetes pontok, de hogy ezek nevezetesek, az biztos.

(i) és (ii) meglehetGsen egyszertinek, s6t igaznak latszo feltételek. Az artatlan kiilsG alatt azonban ott lapul az
alabbi megleps kovetkezmény:

Tétel. Akdrhogyan is veszink fel az ABC hdromszog belsejében egy kért, lesz a hdromszognek olyan nevezetes
pontja, ami a kor belsejébe esik.

Mas szavakkal: nincs egyetlen ,tisztas” sem a nevezetes pontok erdejében, a nevezetes pontok a hiromszéghen
strin helyezekednek el.

A bizonyitas egyszertsitése érdekében bevezetiink egy 0j elnevezést. Egy P pontrél azt mondjuk, hogy az mindegegy,
ha tetszéleges P kozépponta korben talalhatd P-t6l kiilonbdz6 nevezetes pontja a haromszognek. Konnyid belétni,
hogy a bizonyitand6 allitas ekvivalens a kovetkezdvel:

(*) Az ABC' hdromszég minden belsd és hatdrpontja mindegegy.

A tétel bizonyitasat egy 6nmagaban is érdekes segédtétel, egy lemma B kimondasaval és igazolasaval kezdjiik.

Lemma. Tegyiik fel, hogy az ABC ¢és az A'B'C’ (esetleg elfajult) haromszogek olyanok, hogy az AA’, BB’,
valamint CC" tavolsagok mindegyike kisebb e-nal. Ekkor az ABC haromszog S stlypontjanak és az A’ B’'C’ haromszog
S’ stlypontjanak a tavolsaga is kisebb e-nél.

Bizonyitas. Mutassanak a kozos kezdépontbol kiindulé a, b, ¢ vektorok az ABC haromszdg cstcsaiba, az a’, b,
1 1
¢’ vektorok pedig az A’ B’'C’ csticsaiba. Ekkor S-be az g(a +b+c), S'-be pedig az g(a' + b’ + ¢’) vektor mutat.

Az S és S’ kozotti tavolsag e két vektor kiildnbségével, vagyis az

[(a—a')+ (b—b)+(c—c),

Wl =

1 1

g(a—i-b—i—c) - g(a’—i—b/—i—c’) =
vektor hosszéval egyezik meg. Az a —a’, b —b’, valamint a ¢ — ¢’ vektor hossza az A és A’, a B és B’ illetve C és C’
kozti tavolsaggal egyenls, tehat mindharom vektor révidebb e-nal. Osszegiik, vagyis (a —a’) + (b —b') + (¢ — c), a
haromszdg-egyenlStlenség miatt rovidebb 3e-nal, tehéat az dsszeg harmada, vagyis az S’-bél S-be mutaté vektor hossza
is rovidebb e-nal. Ezt akartuk bizonyitani.

Most ratériink a tétel, pontosabban a (*) alatti allitas bizonyitasara.

1. Elscként azt igazoljuk, hogy a haromszog oldalfelezd pontjai ,ymindegegyek”. Legyen tehat F' példaul az AB oldal
felez6 pontja, és definidljuk az S, Sy, ... pontokat a kovetkezSképpen. S az ABC haromszog silypontja, S1 az ABS
stlypontja, Se az ABS; stlypontja és igy tovabb (1. abra).

1Suranyi Léaszlo: A haromszog kevésbé ismert nevezetes pontjairol (KOMAL 34. évfolyam 7 — 8 — 9. szam).
2A ,mindegegy” jelz6 Karinthy Frigyes egyik halandzsaversébsl valo. A szonett — sajnos csak toredékes formaban — Karinthy Mint
vélgaban cimi glosszajaban olvashat6 (a glossza pedig A Tikdr és a maszk antologidban):
Fajdala
A pd, ha engemély kimdr —
De mindegegy ha vildagdr...

... Mert engemély minder bagul,
Mint vélgaban a bégahir!

3A Természettudomdnyi Lezikon szerint ,, lemma gorogiil 'feltevés’ segédtétel. A régebbi dialektikiban (kiilondsen Arisztotelésznél)
barmilyen kevésbé fontos bizonyitott vagy akar bizonyitas nélkiil elfogadott tétel, amelybdl valamely nala fontosabb allitast levezetiink.
Archimedesznél hol feltevés, hol meg segédtétel jelentésti. KésSbb a sz6 utobbi jelentése valt dltalanossa.” A Matematikai Kislexikon pedig
a kovetkezdket irja: ,valamely tétel bizonyitdsa soran gyakran célszerl bizonyos olyan részallitisokat megfogalmazni, melyek 6nmagukban
is érdekesek, vagy pedig a bizonyitas sordn tobbszor felhasznalasra keriilnek. Ezeket az un. segédtételeket lemménak is szoktdk nevezni.”
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1. dbra
Vilagos, hogy ezek mind nevezetes pontok, mind rajta vannak az ABC haromszég C'F silyvonalan, valamint hogy
FS=FC/3, FS; = FS/3=FC/9, FSy = FS1/3 = FC/27, és altalaban

_ FC
- 3n+1 :

FS,

Mivel n novekedtével 3" minden hataron tul nd, azért akdrhogyan is vesziink fel egy F kozépponta kort, abba az
Sy, pontok véges sok kivételével mind beleesnek. Igy F' valéban mindegegy.

2. Méasodszorra azt mutatjuk meg, hogy a haromszég mindharom cstcsa mindegegy. Ez nem kovetkezik abbol, hogy
a csucsok nevezetes pontok, hiszen példaul egy A koriili tetszdleges korben A-t6l kiilonbozs nevezetes pontot kell talal-
nunk. Célunkat keriilgvel érjiik el: egy sor ,segédpontrol” mutatjuk meg, hogy mindegegy, majd ebbél kovetkeztetiink
arra, hogy A is az.

Az el6bb lattuk, hogy S, S1 ... mind nevezetes pontok. Az AS;S;+1 haromszogek T; silypontjai ugyancsak
nevezetesek, és ezek mindannyian egy CF-fel parhuzamos egyenesen helyezkednek el. Messe ez az egyenes az AB
szakaszt Fi-ben, I} az AF-nek F-hez kozelebbi harmadolépontja lesz. Az ASS; haromszog ATy stulyvonala felezi az

4
S5 szakaszt, ezért F1Ty < F'S (egészen pontosan FyT) = §FS. Hasonléan

FG
A T, pontok mind nevezetesek, és barmely F; koriili korbe véges sok kivételével valamennyi beleesik, ezért Fy is
mindegegy.
Kovetkezoként az AT;T;,1 haromszogek U; sulypontjait vizsgaljuk. Ezek ugyancsak egy CF-fel parhuzamos egye-
nesen helyezkednek el, és ennek az AB-vel valé Fy metszéspontjara

2
2 2
AFy, =-AFh = - | AF.
2= 5am = (3)
Mivel FhU,, < FAT, < FS,,, ezért az U,, pontok egyre kozelebb keriilnek Fy-hoz: Fs is mindegegy.
Hasonléan Fj is mindegegy, ahol F3 az AF, szakasz F-hoz kozelebbi harmadolépontja, azaz

2 2\°
AFy = SAF, = (2) AF.
)= 2ap, (3)

Altalaban az AF szakasznak az az F,, pontja is mindegegy, amire
AF, = 2 nAF
n — 3 .

Innen mar kdnnyen kovetkezik, hogy az ABC haromszog A csicsa is mindegegy. Vegyiink fel A koriil egy tetsz6leges
k kort. Allitjuk, hogy van k-ban A-t6l kiildnb6z6 nevezetes pont. Tudjuk, hogy (2/3)™ az n ndvekedtével tart a nullahoz,
tehat az F,, pontok véges sok kivételével, mind k belsejébe esnek; legyen F; ezek koziil egy (2. dbra). Rajzoljunk F;
koriil olyan k; kort, ami teljes egészében k belsejében van, és nem tartalmazza A-t. Az F;-rél tudjuk, hogy mindegegy,
ezért van ki belsejében (F;-t6l kiilonb6z6) nevezetes pont, legyen az egyik ilyen N. Az N kiilonbozik A-tol és bels6
pontja k-nak: a keresett pontot megtalaltuk. Igy A valéban mindegegy, ahogyan allitottuk.
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2. dbra

3. A csticsokrol mar tudjuk, hogy mindegegyek, most a haromszog keriiletének dsszes pontjarol igazoljuk ugyanezt.
Ujfent keriils Gtra kényszeriiliink: els6 nekifutasra csak azt mutatjuk meg, hogy az AB szakasz pontjai koziil ,elég sok”
mindegegy.

Legyen tehat M; és Mo az AB szakasz két olyan pontja, melyekrsl mar tudjuk, hogy mindegegyek. (Példaul
kezdetben legyen M; = A és My = B.) Allitjuk, hogy az M; M, szakasz mindkét harmadolépontja is mindegegy.
Legyen H az Ms-hoz kozelebbi harmadolépont (a masik eset hasonléan kezelhets), és rajzoljunk H koril egy e sugart
k kort (3. abra).
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3. dbra



Azt kell megmutatnunk, hogy k-ba esik nevezetes pont. Rajzoljunk M; és My koré is egy-egy e sugaru kort, az
elébbi legyen k1, az utébbi ks. Feltevésiink szerint M, és Mo is mindegegy, ezért k1-nek és ko-nek is van nevezetes belsé
pontja: Nj illetve No. Az My kézépponti, Mo Ny sugard korben is van nevezetes pont, mondjuk N3. Az Ny, Ny, Nj
harom kiilénb6z6 nevezetes pont, tehat N stlypontjuk is nevezetes. Allitjuk, hogy N belsé pontja a k kornek és igy
megtalaltuk, amit kerestiink.

Ez utobbi allitas igazolasara a lemmat hasznaljuk az N1 No N3, valamint az My Mo Mo (elfajult) haromszogekre. Az
N1, Ny és N3 pontok valasztasa alapjan az Ny My, NoMy és N3Msy tavolsagok mindegyike kisebb e-nél. Az N3Ny N3
haromszog salypontja N, az My My My haromszoge” pedig H. A lemma alapjan tehat az N H tévolsag is kisebb e-nal:
N valoban bels6 pontja k-nak. (Az olvaséra hagyjuk annak belatasat, hogy az N1, N2, N3 pontokat lehet valasztani
ugy is, hogy valodi haromszoget alkossanak, vagyis N1, No és N3 ne essen egy egyenesre.)

Ennek alapjan az AB szakasz mindkét harmadolopontja mindegegy, azutdn az igy el6allé harom szakasz mind-
egyikének harmadolopontjai is mindegegy, az azokat harmadolé pontok is stb. (4. abra). Vagyis ha valamilyen pozitiv
egész n-re az AB szakaszt 3" egyenls részre osztjuk, az 0sszes osztoépont mindegegy lesz.
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4. dbra

Most mar bizonyitani tudjuk, hogy az AB szakasz dsszes pontja is mindegegy. A szakasz tetszéleges P pontja
koré tetszoleges k kort rajzolva a kor belsejébe esik osztopont, ha n-et agy valasztjuk, hogy 3™ nagyobb legyen a kor
atmeérdjének reciprokanal. Errél az M osztopontrol tudjuk, hogy mindegegy. Igy M koriil barmekkora k; kort rajzolva
talalunk k1-ben nevezetes pontot. De ki-et tudjuk tgy valasztani, hogy teljes egészében k-ban legyen — tehéat k-ban is
van (P-t6] kiilonb6z6) nevezetes pont (5. abra).
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5. dbra

4. Az eddigiek alapjan a haromszog keriiletének minden pontja mindegegy. Az, hogy a hiromszdg minden belss-
és hatarpontja is mindegegy —, vagyis a bizonyitandé (*) allitds — innen az alabbiak alapjan azonnal ado6dik:

1) Mindegegy pontokbol all6 haromszog stulypontja is mindegegy.

2) Ha P az ABC haromszog bels pontja, akkor talalhatok a haromszog keriiletén olyan (nem egy egyenesre eso)
U, V, W pontok, hogy P sulypontja az UVW haromszognek.

A cikk elején kimondott tétel bizonyitasat (és ezzel magat a cikket is) befejeztiik, mihelyst ezt a két allitast
igazoltuk.

(1)-hez legyenek My, My és M3 mindegegy pontok, M pedig az My MoMs haromszog stlypontja. Valasszunk egy
pozitiv € szamot, azt kell belatnunk, hogy van olyan nevezetes pont, melynek M-t6l mért tavolsaga kisebb e-nal. Mivel
My, M, és M3 mindegegy pontok, azért vannak olyan N, Ns és N3 nevezetes pontok, melyekre az My Ny, MsN és
M3 N3 tavolsagok mindegyike kisebb e-nal. Az N1 Ny N3 haromszog N stulypontja is nevezetes pont, tavolsaga M-t6l a
lemma alapjan kisebb e-nal, amivel készen vagyunk.
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6. dbra

Vagy mégsem 7 Nem bizony ! Meg kell mutatnunk, hogy Ny, Ny és N3 véilaszthato gy, hogy valodi haromszoget
alkossanak — ez megtehetd, ha M; M,y Ms is valédi haromszog volt. Hogy hogyan, annak meggondolésat az olvaséra
bizzuk. Végiil el6fordulhat, hogy NV és M egybeesik, noha nekiink M-t6] kiilonb6z6 nevezetes pontra van sziikségiink.
Ebben az esetben Nj-et és No-t megtartva, N3 helyett olyan N; nevezetes pontot valasszunk, mely Ms-hoz N3-nal
is kozelebb van. Az N1 N2Nj és az N1 N2 Ny stlypontja nem esik egybe (a két stlypontot 6sszekots vektor éppen az
N3 Nj vektor harmadrésze), igy ez most mar kiilonbozik M-t6l. (1)-et valoban bizonyitottuk.
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7. dabra

(2) bizonyitasara kossiik ossze az ABC haromszog S sulypontjat az Fa, Fp, Fo oldalfelezé pontokkal. Ezzel a
haromszog belsejét harom négyszogre osztottuk fel, ezek egyikébe (vagy annak hatéaréara) esik a P pont, mondjuk abba,
amelyiknek az A is csticsa (7. abra). A keresett UV W haromszog U csiicsa legyen A, stlypontja pedig P. Igy a masik
két, V és W cstcsokat Osszekdts szakasz @ felezGpontjat megkaphatjuk agy, hogy az AP félegyenesre felmérjiik az

3
AQ = §AP tavolsagot. Ez a @ pont tovabbra is belsé pontja az ABC haromszognek — kivéve ha P éppen egybeesik



S-sel, de akkor @ a keriiletre esik és a (2) allitas automatikusan teljesiil. Igy feltehetjiik, hogy @ bels6 pont. A V és
W pontokat gy kaphatjuk, hogy az ABC haromszdget tiikrozziik Q-ra. Az igy adodé A’ B'C’ haromszog keriiletének,
valamint az ABC hiromszdg keriiletének kozos pontjai koziil barmelyik A-tol és A’-t6l kiilonbozs jo V-nek, annak
Q-ra valo tiikorképe pedig W-nek.

Valoban, ekkor A, V és W az ABC haromszog keriiletének pontjai; sulypontjuk pedig P. Végil A, V és W nem
eshetnek egy egyenesbe, hiszen akkor P-nek is ugyanerre az egyenesre kellene esnie, és igy nem lehetne az AFcSFp
négyszog pontja.

Azt kell még meggondolnunk, hogy az ABC és A’ B'C’ haromszogeknek van a csticsoktol kiilonbdzs kozos keriileti
pontjuk. Ez pedig azért van igy, mert ) bels§ pontja mindkét haromszognek. Egy haromszoget és 180°-os elforga-
tottjat pedig nem lehet tgy elhelyezni a sikon, hogy ko6z6s belsé pontjuk ugyan legyen, de csticstol kiilonb6z6 kozos
hatarpontjuk ne.

Ezzel igazoltuk a cikk elején kimondott tételt: egy haromszog nevezetes pontjai a haromszog belsejét stiriin toltik
ki. No persze ezek mindegyike nem annyira nevezetes, mint mondjuk a magassdgpont vagy a beirt kor kézéppontja,
de nevezetes annak értelmében, amit a ,nevezetességrél” allitottunk.

Ez a paradox — els6 pillanatban hihetetlen, &m mégis igaz — tétel, ha kicsit mesterkélten is, de rimutat a matematika
alkalmazasakor lépten-nyomon el6fordulé jelenségre. Vizsgalunk valamit — jelen esetben a hdromszog nevezetes pontjait.
Megfogalmazzuk a matematikai modellt — most a nevezetes pontokrol szolo (i) és (ii) feltételt —, majd magarol a
modellrdl (és nem a vizsgélt jelenségrél!) allitasokat bizonyitunk. Ezek ellentmondhatnak annak, amit jozan ésszel
elvarunk — tal sok nevezetes pont lett. Mi a teend6? Vagy a matematikai modell volt hibasan felallitva (tehat a
nevezetes pontok a rajuk szabott két feltétel koziil valamelyiket mégsem elégitik ki), vagy pedig szemléletiink adott
hibas képet a jelenségrél: a nevezetes pontok varakozasunkkal ellentétben tényleg sokan vannak.

A dilemmanak nincs megoldasa: az olvasénak magénak kell dontenie, melyik valtozatot fogadja el. S bar itt valaszta-
sdnak lényegében nincs tétje, hasonlé, de mér vérre meng dilemma meriil fel a modern fizika matematikai modelljeinél:
vajon a (mikro-) fizikai valosédgot modelleztiik hibasan, vagy az a fizikai vilag mas-e egészen, mint amit megszoktunk ?



