A diofantikus egyenletek neviiket Diophantos, 3. szazadban élt gorég matematikusrol kaptak, aki Aritmetika ci-
mi mivében elészor foglalkozott azzal, hogy egy egyenlet (vagy egyenletrendszer) egész megoldasait megkeresse —
azaz a diofantikus egyenletekkel. Az ilyen egyenletek az aritmetika megjelenése 6ta komoly feladat elé allitottak a
matematikusok népes seregét, és nemritkin az ilyen egyenletek feltorhetetlen dionak latszottak. Az un. Fermat-féle

2" +y"=2" (n>3)

egyenletrdl a mai napig nem tudjuk, hogy elég nagy n-ekre van-e pozitiv egészekbdl allo (x, y, z) megoldasa. Napja-
inkban egy fiatal német matematikus, Gerd Fultings egy viszonylag j matematikai apparatussal — az algebrai gorbék
elméletével — lényegesnek latszo lépést tett a Fermat-féle egyenlet megoldhatosdganak eldontésére. Bebizonyitotta,
hogy n > 4 esetén a fenti egyenletnek legfeljebb véges sok, paronként relativ prim egész szamokbol allo (z, y, z)
megoldasharmasa van

Nyomban felmeriil az a kérdés, hogy mi a helyzet az

(1) 2 +y™ =2" m,n > 2 egészek és (m, n) =1,
valamint
(2) af +y? =2" p,q,r=2egeszek és (p,q) =(p, 1) =(q,7) =

egyenletek esetén, hany pozitiv egészekbdl allé megoldasuk van?
Az ezeknél altalanosabb

' a al =2, k>2,p; > 2 egészés (pi, pj) =1 minden

(A) 1<i<j<k+1 esetén,
illetve
(B) o ‘o . Fap=al,, p,g>2 egészés (p,q) =1

egyenletekrsl fogjuk bebizonyitani, hogy mind az (A), mind a (B) tipust egyenleteknek végtelen sok természetes
egészekbdl allo (1, xa, ..., x) megoldasa van.
El6szor az (A) egyenlettel foglalkozunk. Ennek megoldésait keressiik az alabbi alakban:

(al) v =k 1<i<k+1,
ahol legyen «; olyan egész szam, hogy
(a2) api=X\ 1<i<k,

valamilyen fix A-ra. Ezekkel az (A) a kovetkezSképpen alakul:

(a3) k- kN = kPrriokts
ami azt jelenti, hogy
(ad) Det10k+1 — A = L.
Az (a2) miatt p;|A, és i # j mellett (p;, p;) = 1, igy pip2...pk|A, azaz létezik olyan ¢ pozitiv egész, amelyre

p1p2 ... prq = . Jelolje P a p1paps ... pr szorzatot. (a2)-bol

P
Q; =p1p2 .. - Pi—1Pi+1 ---Pkq = ;qa

s (a4)-bol
(ab) Pk+1Qk+1 — P1P2 - - - Pkq = Pr+10k+1 — Pg = 1.

Ismeretes, hogy ha (a, b) = 1, akkor az ax — by = 1 els6foku, diofantikus egyenletnek végtelen sok (z, y) egészekbdl
allé6 megoldéasa van, és valamennyi megoldas

(a6) T = xo + bt
y=1vot+at

alakban irhato fel, ahol (xq, yo) egy tetsz6leges megoldas, ¢ pedig valamilyen egész szam. (Lasd: dr. Szendrei Janos:
Algebra és szamelmélet. 151. oldal, Tankdnyvkiad6). Ha most a és b pozitivak, akkor van olyan t’ pozitiv egész, amely



mellett minden ¢’-nél nem kisebb ¢-re az (a6) szerint adodoé z és y is pozitiv, azaz végtelen sok pozitiv egész megoldasa
van az ax — by = 1 egyenletnek.

Visszatérve (a5)-re, mivel (p;, p;) = 1(i # j), ezért (pr41,P) = 1 is igaz, igy az (ab) egyenletnek végtelen sok
(ag+1, q) pozitiv egész megoldédsa van, és a megoldasok

Q1 = ag +pip2...prpt = oo + Pt,

q = qo + Pr+1t
«
alakban frhatok, ahol ¢ > max [—FO, —ﬂ] és egész, ap, qo pedig (ab)-nek egy tetszbleges megoldasa. Az (al)—(ab)
Pk+1
egyenletekbdl nyert
x; = kp1p2~~~pi—1pi+1~~~pk(q0—pk+1t) — k%(q0+pk+1t) 1<i<k
és
Thy1 = fP1p2...prttao — LPtt+ao

szolgaltatjak az (A) egyenletnek végtelen sok pozitiv egész megoldasat.

Ratérve most a (B) egyenletre, ennek megoldasait
(b1) =k, py1 =k
alakban keressiik, ahol « és 8 meghatarozandé pozitiv egészek.
(b2) k- kP = kP,
ami akkor és csak akkor teljesiil, ha
(b3) qf —pa = 1.

Mivel (p, ¢) = 1, ezért a mar idézettek miatt (b3)-nak végtelen sok egész megoldéasa van, és minden megoldas

a=qoay+qt
. ) . . ) Bo o
alakud, ahol (g, Bp) egy megoldasa (b3)-nak, t pedig tetszéleges egész. Ha most ¢ > max il K akkor (b4)

pozitiv egész megoldast szolgaltat. (b3)-nak végtelen sok pozitiv egész megoldasa van, s igy (b1) miatt
(1 <i< k) T = kaoJrqt, Tpp1 = LPo+pt

a (B) egyenletnek végtelen sok pozitiv egész megoldasat adja.
Konnyen lathato, hogy az alabbi két egyenletnek is végtelen sok természetes szdm megoldasa van:
(©) ot a4 okt = xi’fll + 3:2’3_*22 4+ ...+ xi’frr (r #£k),
(D) o) v+ Fa) =2l a2l (r# k),
ha a kitevSkre az (A) illetve (B)-ben felirt megszoritasok fennallanak. Ezeket az egyenleteket ugyanis az (A), illetve (B)

tipusuiakra vezethetjiik vissza, ha az altalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy k > r, tovabba az s =k —r+1
jeloléssel

Ps+1 __  Pk+2 Pk __ . Pkt+r—1
JJS_H _‘Tk+27""$k —LL‘kJrril.

Moédszeriink sajnos alkalmatlan a Fermat-féle egyenlet targyalasara, hiszen lényegesen kihasznaltuk a kitevsk relativ
prim voltat.



