Egy téglalapot az ABC haromszog AB oldala folé irt téglalapnak neveziink, ha két cstucsa az AB oldalegyenesen,
maésik két csucsa pedig a BC, illetve C'A oldalegyenesen van. Hasonloan definidljuk az AC, valamint BC' oldalak folé
irt téglalapokat is.

Nevezetes probléma a kovetkezs: adott haromszoghoz talalhato-e mindig harom olyan téglalap, amelyeknek kdzép-
pontja kozos, és a haromszog egy-egy oldala f6lé vannak irva? A kérdés megvalaszolasanak egy lehetséges modja, hogy
megkeressiik az egyik oldal f6lé irt téglalapok kbézéppontjainak mértani helyétEl.

11. tétel. A hdromszog egyik oldala folé irt téglalapok kézéppontjainak mértani helye az oldal felezdpontjat a
hozzd tartozé magassdgszakasz felezdpontjdval osszekitd egyenes. (Az egyenesnek az oldallal és a magassiggal vald
metszéspontjaihoz elfajuld téglalapok tartoznak.)
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1. dbra

A tételt az AB oldalra igazoljuk. Legyen PQRS az AB folé irt téglalap (1. dbra). A QR szakasz felezSpontja
rajta van a C'Fy, stlyvonal egyenesén. Vetitsiik merélegesen C-t és a QR szakasz Fy, felez6pontjat az AB oldalra. A
kapott 1" és U pontokra CT' parhuzamos Fy,U-val. A PQRS téglalap K kozéppontja ez utébbi szakasz felezGpontja.
Mivel Fy, rajta van a C'Fy;, egyenesen, K rajta van a C'F,T" haromszog Fyy, csticsbdl induld stlyvonalegyenesén. Ez az
egyenes az Fy;, oldalfelez6pontot a C'T' magassagszakasz F.; felez6pontjaval koti 6ssze. A gondolatmenet megfordithato,
segitségével az egyenes minden K pontjahoz szerkeszthetd AB folé irt, K kozéppontu téglalap, kivéve ha K az AB
vagy a CT egyenesre esik. Ha AC = CB, a mértani hely a C-bdl indulé magassag (az Fyp és F.; pontok kivételével).

Ahhoz tehat, hogy létezzenek az oldalak folé irt, k6zos kozéppontu téglalapok, pontosan arra van sziikség, hogy a
11. tételben definialt harom egyenes egy ponton menjen keresztiil. De vajon igaz-e ez? Belatjuk, hogy a vélasz igenl6:

12. tétel. A magassdgszakasz felezépontjit a szemkdézti oldal felezépontjdval dsszekitd hdarom egyenes egqy ponton
megy keresztil. Ez a pont a hdromszég Lemoine—Grebe-féle pontja, és L-lel fogjuk jelélni.
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2. abra

Legyen az A-bol, B-bdl és C-bdl induld magassag talppontja rendre T', U, V', a talppontok tiikorképe a megfelels
oldal felez6pontjara T", U’, V' (2. abra). A 4. tétel szerint az AT’, BU', CV' Ceva-szakaszok egy pontban talalkoznak.

1
Masrészt pl. BT = CT', igy FoyFoy = FapFue = §T’C’. Ha S-b6l —1/2 aranyu kicsinyitést hajtunk végre, A képe

1 Ezzel a kérdessel foglalkozott az 1955. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny I1. 3. feladata. Lasd: Molndr Emil: Matematikai
Versenyfeladatok Gyidjteménye, 74. oldal, 182. feladat.



F,. , C képe Fy, és T' képe F,; lesz, tehat AT’ képe Fy.Fy;. Ugyanigy BU' és CV' képe F,.Fy,, ill. FF.,. Egy
ponton dtmend egyenesek tiikorképei is egy pontban talalkoznak, tehat igy az oldalfelezépontokat a megfelel6 magasséag
felez6pontjaval 6sszekots szakaszok valéban egy pontban talalkoznak.

A bizonyitas soran az AT, BU, CV Ceva-szakaszokrol annyit hasznaltunk ki, hogy egy pontban taldlkoznak.
Belattuk tehat a kovetkezd tételt:

13. tétel. Ha az AT, BU, CV Ceva-szakaszok egy pontban taldlkoznak, akkor (és csak akkor) e Ceva-szakaszok
felezdpontjat a szemkozti oldal felezdpontjdval 6sszekdtd hdarom egyenes, FopFey, FooFpy €s Fyo Fuy is egy ponton megy
keresztil.

A 11. és 12. tétel alapjan a fejezet elején felvetett kérdésre tehat igenls valaszt adhatunk. Pontosan egy olyan L
pont van, amely egyszerre kozéppontja a harom oldal f6lé irt egy-egy téglalapnak: S6t: L-en kiviil nincs olyan pont,
amely akir két oldal folé irt téglalapnak kozepe lenne.

A felvetett kérdést latszolag teljesen elintéztiik. Valojaban a harom oldal folé irt, L kozepi téglalapoknak sok
érdekes tulajdonsaga van, s ez az L pont szamos tulajdonsagara is fényt vet.
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3. dbra

Tikrozziik L-re a BC oldalt, messe a tiikkorkép az AB egyenest QQ-ban, AC-t R-ben. Legyen @ és R meréleges
vetiilete a BC oldalon P és S (3. dbra), PQRS téglalap lesz. Ha L kozéppontja egy BC folé irt téglalapnak, ez a
téglalap kozéppontosan szimmetrikus L-re, tehat csakis ez a PQRS téglalap lehet. De ekkor R és @ tiikdrképe éppen
P és S. Tiikrozziik most L-re az AC egyenest. AC-n rajta van R, ezért P rajta van a tiikkorképén, vagyis a tiikorkép-
egyenes a BC oldalt P-ben metszi, messe az AB oldalt U-ban. Tudjuk, hogy van AC f6lé irt, L kézéppontu téglalap.
Ez a téglalap tiikkros L-re, tehat harom cstucsa csakis P, U, R lehet. Negyedik csicsa pedig U-nak L-re vonatkozd
tikorképe, V. Vegyiik észre, hogy ekkor QV SU szintén téglalap, hiszen tiikrds L-re, 4tl6i metszéspontjara, tovabba
QS = RP = UV, tehat atloi egyenlGek. Vagyis QV SU az AB folé irt téglalap! Ismét belattuk tehat, hogy ha van L
kozépponta BC' és AC folé irt téglalap, akkor van L kdzéppontu AB folé irt téglalap is.

14. tétel. Egyetlen olyan pont van a sikon, amely egyszerre kézéppontja egy-eqy BC és AC filé irt téglalapnak,
ez a pont a hdromszog Lemoine—Grebe-féle pontja. A két téglalapnak egy szemben fekvd csiucspdra kozos. A mdsik két
cstcspdr az AB folé irt, L kézeptd téglalapot hatdrozza meg. A hdrom téglalap hat csicsa eqy L kézepd koron van.

Az URS< és AC B<t mer6leges szara szogek, tehat URS<( = . Ugyanigy RUS<( = a és USR< = 3, ezért az USR
és ABC hasonl6 haromszogek:
SR:RU:US=BC:CA: AB.
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Masrészt L tavolsaga a BC, C A, AB oldalaktol rendre gSR, §RU és §US, amibdl az alabbi tételt kaptuk:

15. tétel. Az L pontnak az AB, BC, C'A oldalaktél mért tavolsdgai igy ardnylanak eqymdshoz, mint e hdrom oldal
hossza.

Latni fogjuk, hogy ez a tulajdonsag egyértelmten jellemzi a Lemoine—Grebe-pontot. Tekintsiik az UQ RS hurnégy-
szoget! Lattuk, hogy URS< = ACB<. Masrészt a keriileti szogek tétele szerint URS< = UQS<, tehat BQS< = v,
hasonléan BSQ< = «. Ha egy QS szakasz végpontjai AB-n, ill. BC-n vannak, tovabba AB-vel v, BC-vel « szbget zar
be, akkor a QS-t AC-vel antiparalelnek nevezziik. A haromszog oldalaival antiparalel példaul a magassagpont talppon-
ti haromszogének oldalai. Lattuk, hogy QS antiparalel AC-vel. Természetesen PR antiparalel AB-vel és UV BC-vel.
Valamely oldallal antiparalel szakaszok parhuzamosak egyméassal, tehat L-en keresztiil minden oldallal csak egy an-
tiparalel huzhat6. A kovetkezs tételhez jutunk:

16. tétel. Ha L-en keresztil a hdrom oldallal antiparalel szakaszokat fektetiink, a szakaszok egyenld hosszuak és L
felezi Gket (tehdt végpontjaik eqy L kézepd kéron vannak). Bdrmely két szakasz végpontjai — valamelyik oldal folé irt —
L kézepi téglalapot alkotnak.



5. feladat. Igazoljuk, hogy L tdvolsdaga az ABC hdromszog oldalaitdl rendre
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ahol t az ABC' hdromszdg teriletét jeloli.
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Jeloljiik L vetiiletét az UQ, PS és UP szakaszon rendre Ly, Lo, Lj-mal (4. bra). Ly felezi az UQ szakaszt, Lo a
PS szakaszt és Ly az UP szakaszt. Tehat LLj L5Ls négyszog paralelogramma, hiszen az SQU P négyszog oldalainak
felez6pontjaibol alkotott négyszog, és barmely négyszog felez6pontjaibol alkotott négyszog paralelogramma (1. pl.
Geometriai feladatok gytjteménye 1. 558. feladat). Tehat LLj és LyLo felezi egymast. Legyen L vetiilete az RV
szakaszon Ls. RV||UP, ezért Ls, L, L} egy egyenesen van. Ezért az LLj3 egyenes felezi az LyLy szakaszt, vagyis
LL3 egyenes az L1 LsLs haromszog L1 Lo oldaldhoz tartozo silyvonal. Az okoskodés az Ly Lo Ls haromszog masik két
oldalara is elmondhato, tehat L az L;LoLs haromszog stlyvonalainak metszéspontja, vagyis az LjLoLs haromszog
silypontja.

Az X pont talpponti hdromszégének nevezziik — egy adott haromszogre vonatkozoan — azt az X1 Xo X3 haromszoget,
amelynek harom csiucsa X meréleges vetiilete a harom oldalon. (A szokasos értelemben vett talpponti hdromszog tehat
a magassagpont talpponti haromszoge.) Ezzel az elnevezéssel eredményiink kovetkezképp fogalmazhato:

17. tétel. A Lemoine—Grebe-pont silypontja a sajdat talpponti hdromszégének.
Igaz ennek megforditasa is:

17, tétel. A Lemoine—Grebe-pont az egyetlen olyan pont, amely silypontja sajdt talpponti hiromszdgének.

Ennek bizonyitasdhoz sziikségiink lesz a kovetkezs, onmagaban is szép tételre, amely bizonyos értelemben a 14. és
16. tételek ,,megforditasa”.

18. tétel. Tikrézzik az XY Z hdromszéiget S silypontjdra, jeléljik a tikérképet X'Y'Z'-vel. X -ben, X'-ben X X'-
re; Y-ban, Y'-ben YY'-re; Z-ben, Z'-ben ZZ'-re merdlegest dllitva egy hatszoget kapunk. E kéré kér irhatd, melynek
kézéppontja S, tovabbd a hatszdg szemkozti oldalai téglalapokat alkotnak.




Legyen a kapott hatszog hat csicsa az 5. abra szerinti sorrendben Py P, P3Py PsPs (ez hurkolt hatszog is lehet).
A hatszog tiikros S-re, tehat két-két szemben fekvd csticspar paralelogrammaét alkot. Ha belatjuk, hogy X X', YY”,
Z7' e paralelogramméik kézépvonala, akkor pl. Py P; parhuzamos X X'-vel, kovetkezésképp P P3 merdleges PsPy-re és
Ps Py-re, tehat P P3Py Py valoban téglalap. Hasonléan Py Po Py Py és Py P3 Ps Py is téglalap, tehat a hatszog koré irhato
kor, és annak kézéppontja S.

Elég tehat belatni, hogy pl. a Py Ps Py Ps paralelogrammanak X X’ kdzépvonala, és ehhez eléﬁa;nnyitiilétni, hogy

X felezi a P, Py szakaszt. Tiikrozziik Pi-et X Z’ felez(jpontja&}egyen a tiikorkép Q. )@ = P 7' és P, Z' mer&leges

—-— =
az SZ' egyenesre, tehat X Q is mer6leges SZ’'-re. Ugyanigy QZ’' = X P; és X P| mer6leges az SX egyenesre. XQ és
Z'Q tehat az SX 7' haromszog magassagai, Q pedig e haromszdg magassagpontja. Az okoskodas megismétlésével azt
kapjuk, hogy ha Ps-ot az XY’ felez6pontjara tiikrozziik, a kapott R tiikdrkép az SXY' haromszég magassagpontja.
S stlypontja az XY Z és X'Y'Z’ haromszogeknek, ezért S-et az Y'Z' szakasz U felez6pontjara tiikrozve X-et kapjuk
(ugyanis 28U = SX’ = SX). Kbvetkezéskﬂ az SX Z' haromszoget U-ra tiikrozve az X SY’ haromszog adodik, a @
— s —

magassagpont tiikorképe pedig R. Ebb6l YR = QZ'. De Y'R = Pg?(1 és QZ' = X P}, tehat PsX = X P;, X valoban
felezi a PsP; szakaszt. Ezzel a 18. tételt bebizonyitottuk.

Most ratériink a 17’. tétel bizonyitasara. Legyen P olyan pont, amely stulypontja sajat talpponti haromszogének.
Belatjuk, hogy, mindharom oldal f6lé irhato egy-egy P kozept téglalap. Legyen P mer6leges vetiilete a BC, CA, AB
oldalakon rendre X, Y, Z (6. abra). Feltevésiink szerint P sulypontja az XY Z haromszognek. Tiikrozzik X,Y, Z-t
P-re, a tiikorképek legyenek X', Y’ Z’. Allitsunk merélegest X-ben és X’-ben X X'-re, Y-ban és Y'-ben YY"'-re és
Z-ben, Z'-ben ZZ'-re, az X, Y, Z-ben &llitott merdlegesek éppen a haromszog oldalai lesznek. A hat mer&leges altal
alkotott hatszog hat csicsa tehat a haromszog oldalain van. Legyen a hat csics a 6. abra szerint Py PoPsPyPs Ps. A
18. tétel alapjan P P3Py Py, P PoPyPs és Py, P3 Ps Ps téglalap, és mindhdromnak P a koézéppontja. E harom téglalap
rendre a BC, AB, C' A oldal folé irt P kozepi téglalap. P tehat a 14. tétel pontjanak tulajdonsigaival rendelkezik, igy
koteles a haromszog Lemoine—Grebe-pontja lenni. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

A 17, tétel segitségével egy szélsGérték problémét is megoldhatunk. Nevezzik a PQR haromszoget az ABC hé-
romszog beirt hdromszdgének, ha harom csucsa az ABC haromszog harom oldalanak egy-egy pontja. Ismeretes, hogy a
beirt haromszogek koziil a magassagpont talpponti haromszogének legkisebb a keriilete. Most belatjuk, hogy egy beirt
haromszog oldalainak négyzetdsszege akkor minimalis, ha az a Lemoine—Grebe-pont talpponti haromszoge. Legyen
ugyanis PQR olyan beirt hidromszog, amire ez a négyzetdsszeg minimalis, és legyen a P, R pontok vetiilete az AC
oldalon P’, R’ (7. 4bra). Jeldlje F' a P'R’ szakasz felez6pontjat. Legyen az AC szakasz egy tetszbleges pontja X, és
az. X F szakasz elGjeles hossza.




A PP'X ¢s RR'X derékszogii haromszdgekre felirjuk a Pitagorasz-tételt, és felhasznéljuk, hogy P'F = FR'.

PX? + XR*=PP”?+ (P'F —z)>+ RR"”+
+(x+ FR)? = PP? + RR? + 2P'F? 4 22°.

Ez pedig akkor minimélis, ha * = 0 azaz X = F. Kovetkezésképp ha PQR héiromszog oldalainak négyzetosszege
minimalis, akkor Q = F. Allitsunk F-ben merélegest AC-re, s messe ez PR-t Fy-ben. FF), vagy ami ugyanaz, QF}
kozépvonala a PP’ R'R derékszog trapéznak, tehat F felezi PR-t, QFy stlyvonala a PQR haromszognek. Ezért PQR
sulypontjanak AC-re esd talppontja éppen . Hasonlo igaz a P és R pontokra is, tehat az alabbi tételt kaptuk:

19. tétel. Ha a beirt PQR hdromszdg oldalainak négyzetosszege minimdalis, akkor a PQR hdromszdg sajat suly-
pontjainak talpponti hdromszage.

Osszehasonlitasul érdemes megjegyezni, hogy a haromszog magassigai szogfelez6k a magassagpont talpponti hé-
romszogében. Kovetkezésképp az ABC haromszogbe irt minimalis keriiletii haromszog sajat beirt kore kozepének
talpponti haromszoge (1. pl. Coxeter—Greitzer: Az Gjra felfedezett geometria, 37. oldal).

Végiil a 19. és 18. tételbdl kovetkezik a

20. tétel. Ha a PQR beirt hdromszdg oldalainak négyzetisszege minimdlis, akkor a PQR hdromszdg a Lemoine—
Grrebe-féle pont talpponti hdromszage.

*

6. feladat. Az eddig elmondottakbdl még nem kovetkezik, hogy a Lemoine—Grebe pont talpponti haromszoge az
a beirt haromszog, amelyben minimalis az oldalak négyzetosszege. Miért nem?

7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a PQR beirt haromszégben az oldalak negyedik (4ltalaban 2k-adik pozitiv
egész) hatvanyanak Osszege minimdlis, akkor PQR az L pont talpponti haromszoge.

Erdekes volna tudni, hogy akdrmilyen [ természetes szamra igaz-e, hogy ha a PQR beirt haromszogben az oldalak
l-edik hatvanyanak Gsszege minimalis, akkor a PQ R haromszog valamely pont talpponti haromszoge. [ = 1-re ez igaz
és paros [-re a 7. feladat szerint szintén igaz.

*

Most visszatériink a 16. tételhez, s annak segitségével az L Lemoine—Grebe-pont djabb tulajdonsagait igazoljuk.
Nyilvanvalé, hogy egy oldallal antiparalel szakaszok mind parhuzamosak, igy e szakaszok felez6pontjai egy egyenest al-
kotnak, amely d4tmegy az oldallal szemkozti csiicson, de maga a csics nem tartozik a mértani helyhez. Az is nyilvanvalo,
hogy ha egy antiparalel szakaszt tiikroziink a szemkdzti csiics belsé szogfelezGjére, a tiikkorkép az oldallal parhuzamos
szakasz, aminek végpontjai a szemkozti csticsbol indulo két oldalon vannak. Az ilyen szakaszok felezGpontjainak mértani
helye a silyvonal. A kdvetkezs tételhez jutottunk:

21. tétel. Az AB oldallal antiparalel szakaszok felezépontjainak mértani helye eqy C-n dtmend egyenes, melynek
a C-bél induld belsd szdgfelezdre vald tikdrképe a sulyvonal. Ezt az egyenest a C-b6l induld szimmedidnnak nevezik,
to-vel fogjuk jeldlni.

A szimmedianok a haromszog kevéssé ismert, de fontos transzverzalisai. Latni fogjuk, hogy tulajdonsagai szervesen
illeszkednek a haromszog nevezetes pontjai és szakaszai kozé (vo. a 20. tétel utan mondottakkal).

*

8. feladat. Legyen az ABC haromszog A-bol és B-bdl induld magassagainak talppontja T és U. Igazoljuk, hogy
a t. szimmedian felezi az UT szakaszt.

*
A 16. tétel szerint az L pont felezi a rajta 4tmend, a haromszog oldalaival antiparalel szakaszokat. Ekkor a 21. tétel
szerint L rajta van mindharom csicsbél indulé szimmedianon. Igaz tehat az alabbi tétel:
22. tétel. A hdromszig hdarom szimmedidnja egy pontban taldlkozik, a hdromszég Lemoine—Grebe-féle pontjiban.

Az L pont kovetkezs tulajdonsaganak igazolasdhoz egy egyszert definicidra és egy segédtételre van sziikségiink.
Az ABC haromszog sikjaban levé P pontnak egy oldaltol vett elGjeles tavolsaga pozitiv, ha P az oldalegyenesnek arra
az oldalara esik, ahol a haromszog szemkozti csiicsa van. Ha P a maésik félsikba esik, a tavolsdg negativ, magan a
oldalegyenesen persze 0.

Segédtétel. Azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek tdavolsiga a BC és C' A oldalegyenestdl adott x : y
ardnyi, egy, a C csucson dtmend egyenes. Ha ezt az egyenest a C csucsbol induld belsd szogfelezdre tikrozzik, akkor

1 1
az 1Uj egyenes pontjainak tdvolsiga a BC és C A oldalaktol y : x = —: — ardnyu. (Feltessziik, hogy xy # 0, egyébként
Ty

x, y tetszdleges.)
A segédtétel els6 fele kozismert. Masodik fele kovetkezik abbol, hogy ha a C-bdl induld szogfelelzére tiikroziink,
BC és C' A helyet cserél.



*

9. feladat. Hogyan moédosul a segédtétel allitasa, ha a C-bél indulé kiilsé szogfelezére tiikroziink?

*

8. dbra

Legyen az AB oldal F,, felez6pontjanak téavolsaga BC-t6l p, C A-tol ¢ (8. abra). A CBFy;, és a C AF,;, haromszogek
BF,;, és AF,;, oldala, valamint az ezekhez tartozo (k6zos) m. magassag egyenld, tehéat a haromszogek teriilete egyenld.

AC
Kovetkezésképp CB-p = AC-q, tehat P_ roich Fyp rajta van a C-bgl indulé salyvonalon, igy a segédtételt felhasznélva
q

a kovetkez6 tételhez jutunk:

23. tétel. A C-b6l induld sulyvonal azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek tdvolsiga a BC, C'A oldaltsl
CA : CB arinyu. A C-bdl induld szimmedidn azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyek tdvolsiga a BC, C'A
oldaltél CB : CA ardnyi.

A szimmedidnnak most bizonyitott tulajdonsiga modot ad annak igazolasara, hogy a 15. tétel allitasa az ABC
haromszog belsé pontjai koziil csakis a Lemoine-Grebe pontra all. Az ABC haromszog belsé pontjanak a harom
oldaltol vett tavolsaga nyilvan pozitiv. Ha a BC és C' A oldaltol vett tavolsagok aranya BC : C'A, akkor a fenti tétel
szerint a pont rajta van a C-bél indulé szimmedianon. Hasonléan ha a BC, C A, AB oldalaktdl vett tavolsagok (ilyen
sorrendben) BC' : CA : AB aranytak, akkor a pontnak mindharom szimmedianon rajta kell lennie. Kovetkezésképp
csak egy ilyen pont van, s ez a Lemoine—Grebe pont. Belattuk az alabbi tételt:

24. tétel. Egyetlen olyan pont van a hdromszdg belsejében, amelynek a BC, CA és AB oldalaktol vett tavolsdiga
(ilyen sorrendben) BC : CA : AB ardnyi. Ez a pont a hdromszég Lemoine—Grebe-pontja.

Az imént bizonyitott tétellel kapcsolatban két dolgot érdemes megjegyezni. Egyrészt 0j bizonyitast kaptunk a 22.
tételre, amely egyszerdbb is, mert nem hasznalja az antiparalel szakaszok tulajdonsagait, bar nem mutat ra kdzvetleniil
a Lemoine—Grebe-pont tobbi tulajdonsiganak és a szimmedianok kapcsolatara. A 27. tételben még egyszer igazoljuk,
hogy a szimmedianok egy pontban taldlkoznak, ez az L pont Gjabb tulajdonsagara fog fényt vetni.

Masrészt a most bizonyitott tétel egy lényegesen altalanosabb tétel bizonyitasat is adja.

24°. tétel. Ha x, y, z pozitiv szamok, akkor a hdromszog sikjaban egyetlen olyan X (x : y : z) pont van, amelynek
a BC, CA, AB oldalaktdl vett tdvolsdga (ilyen sorrendben) x : y : z ardnyi. Ez a pont taldlkozdsi pontja azoknak az
e, f, g eqgyeneseknek, ahol e azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyeknek az AB és AC oldaltél mért tavolsiga
z 1y aranyi, s hasonldan definidljuk f-et és g-t.

Ha e-t az A-bol, f-et a B-bdl, g-t a C'-bél induld belsd szdgfelezdre tikrozzik, a tikorképek ismét eqy ponton mennek
dat, az X' [é é: %] ponton, aminek tdvolsdga a BC, CA, AB oldaltol (ilyen sorrendben) é: é: é ardnyu.

A bizonyitashoz elég a kovetkezsket meggondolni. A 23. tétel el6tti segédtétel szerint az e, f, g mértani helyek valo-
ban egyenesek. Ha x, y és z pozitiv, e harom egyenes dthalad a haromszog belsején és egy-egy csicsan. Kovetkezésképp
az e, f, g egyenesek paronként metszik egymast a haromszog belsejében. Barmely kettd metszéspontjan at kell halad-
nia a harmadiknak, hiszen pl. e és f metszéspontjanak a CA és AB oldalaktol vett tavolsaga (y : 2) : (z:2)=y: x
aranyu. A harom egyenes k6z0s pontjanak az oldalaktol vett tavolsaga x : y : z ardnyd. Mas ilyen pont nincs, hiszen
az ilyen pontnak az e, f, g egyenesek mindegyikén rajta kell lennie.

A tétel masodik része kovetkezik abbol, hogy az emlitett segédtétel szerint e-t a bels6 szogfelezére tiikkrozve olyan

1 1
¢’ egyenest kapunk, amely pontjainak tavolsiga az AB, AC oldaltél — : — aranyt. Hasonl6 allitas igaz az f' és ¢
r Yy

1 1 1
egyenesekre is, ¢/, f' és ¢’ tehat éppen az X’ | —: —: —| pontban talalkozik.
Yy z

Marad a kérdés, hogy hogyan médosul a 24’. tétel, ha z, y, z-rél nem kotjiik ki, hogy pozitivak, hanem csak annyit,
hogy egyikiik sem nulla. Az e, f, g mértani helyek ekkor is egyenesek, s ha koziiliik kett6 metszi egymast, metszés-
pontjukon a harmadik is atmegy. Altalaban tehat e, f, g vagy egy pontban talalkozik, vagy paronként parhuzamosak.
Utobbi esetben célszerd felvenni egy ,,végtelen tavoli pontot”, ahol e, f, g és a veliik parhuzamos egyenesek , metszik



egymast”, és ezt a ,,pontot” X (x : y : z)-vel jelolni. Ha ezekkel a ,,végtelen tavoli pontokkal” bévitjiik a sikot (minden
iranyhoz egy-egy ilyen pont tartozik), akkor a 24’. tétel minden megszoritas nélkiil érvényben marad. A tétel méasodik
részét azonban érdemes kiilon is megfogalmazni:

Kovetkezmény. Ha e, f, g az ABC hdromszdg hdrom, egy ponton dtmend transzverzdlisa, s mindegyiket tik-
rozzik a vele egy cstucsbol indulo belsd szdgfelezdre, akkor a kapott hdrom tikérkép is vagy egy ponton megy dt, vagy
parhuzamosak.

Ha példaul e, f, g a harom sulyvonal, ezek az S(m, : my : m.) pontban talalkoznak. Tiikorképeik éppen a
szimmedianok, metszéspontjuk az

Mq Mp Me
A magassag tiikorképe a megfelels szogfelezére a csicsot a koriilirt kor K kozepével 6sszekotd egyenes.

1 1 1
L [— :—:—| = L(a:b:¢) Lemoine-Grebe-pont. Ha e, f, g a harom magasséag, ezek az M pontban talalkoznak.

9. dbra

(A bizonyitas leolvashatd a 9. abrarol: K F,, mer6leges AB-re, tehat parhuzamos a CV magassaggal. KF,, a
koriilirt kort az AB iv F felez6pontjaban metszi, F'C tehat a C-nél levs szog bels szogfelezGje. De a parhuzamossag
miatt VCF< = CFK<, masrészt CFK haromszog egyenld szara, tehat CFK< = FCK<. Ebbdl azt kapjuk, hogy
a CF szogfelezs valoban felezi a VCK szoget: a C'V magassagegyenes tiikorképe a C'F bels6 szogfelezére valéban a
CK egyenes.) K tavolsaga a BC, CA, AB oldaltél rendre r cos o, 7 cos 3, r cos+y, ahol r a koriilirt kor sugara. Tehat
K(cosa : cosf3 : cosy) akoriilirt kor kdzéppontja. A 24°. tétel szerint tehat a magassagpont M (cos 8 cos~y : cosy cos a :
cos a cos f).

*

10. feladat. Bizonyitsuk be kozvetleniil a magassagpontrol szolo fenti allitast! Igazoljuk, hogy az M magassagpont
tavolsaga a BC' oldaltél 2r cos 5 cosy.

11. feladat. Igazoljuk, hogy a Feuerbach-kor kézéppontjanak tavolsaga a harom oldaltol ugy arénylik egymaéashoz,
mint cos(8 — ), cos(a — ), cos(8 — a). Adjunk a szogek segitségével sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy a
Feuerbach-kor kozepe valamelyik oldal egyenesére essen!

12. feladat. Hogyan moédosul a 24’. tétel allitasa, ha pl. e-t (g-t és f-t) a haromszog megfelels kiils szogfelezGjére
tiikrozziik?

13. feladat. Jelolje k,p, azt a kort, amely keresztiil megy az A, B pontokon, s amelynek a C'A oldalegyenes érintGje,
kpe pedig azt a kort, amely keresztiilmegy az A, B pontokon és a C'B egyenes az érintGje. Hasonloan definidljuk a k.,
kea, Kve, kep koroket. Igazoljuk, hogy kup, Kb, keq kOrdk egy X ponton mennek keresztiil, kpq, kep, koc kOrok pedig egy
X' ponton. (X és X’ a haromszég tn. Brocard-pontjai.) Igazoljuk, hogy AX-nek az A-bol indulo, BX-nek a B-bdl,
CX-nek a C-bél indulé belss szdgfelezdre vonatkozo tiikorképe rendre az AX’, BX', CX' egyenes.

14. feladat. Igazoljuk, hogy a két Brocard-pont talpponti hdromszoge hasonl6é az ABC haromszoghoz.

cal X c'a.b
ey és az Ak

16. feladat. A 4. tételben egy transzforméciot adtunk meg, amely minden X ponthoz, ha az nem illeszkedik
a haromszog oldalegyeneseire, egy Xy pontot rendel. Igazoljuk, hogy ha X az X(z : y : z) pont, akkor X, az

RN .
O lazr b2y 2z PO

b
15. feladat. Igazoljuk, hogy a két Brocard-pont éppen az X [— :
c

Qo

*

Ez utan a kitéré utdan az L pontnak egy tjabb tulajdonsidgit mutatjuk be. Lattuk, hogy a stulypont és az L
pont kozott szoros Osszefiiggés van (v6. a 17. és a 22. tételt). A mostani tétel az L pontot a Gergonne-ponttal hozza
kapcsolatba.



25. tétel. Tegyik fel, hogy az ABC hdromszog nem derékszogi. Korilirt korének az A, B, C pontban hizott
érintdi egy olyan PQR hdromszdget alkotnak, amelynek Gergonne-pontja megegyezik az ABC hdromszég Lemoine—
Grebe-pontjdval.

10. dbra

A bizonyitasban egyelére feltessziik, hogy az ABC héaromszog hegyesszogii. Legyen a B-ben és C-ben huzott érinté
metszéspontja P, a C-ben és A-ban huzott érint6ké R, az A-ban és B-ben huzottaké @ (10. abra). A PQR haromszig
Gergonne-pontja a PA, RB, QC egyenesek metszéspontja. A tétel bizonyitasahoz tehat azt kell belatni, hogy PA,
RB, QC az ABC haromszog szimmedianjai, hiszen ezek metszéspontja éppen az ABC haromszog Lemoine—Grebe-
pontja. Nyilvan elég ezt a PA egyenesrsl belatni. A 23. tétel szerint pedig ehhez elég, hogy valamely A-t6l kiillonbozd
pontjanak tavolsdga az AB és AC oldaltol AB : AC aranyu. Valasszuk ezt a pontot P-nek. Azt kell igazolnunk, hogy
PPy: PP, = AB : AC, ahol Py és P; a P vetiilete az AB, ill. az AC oldalon.

Tudjuk, hogy PCP;< = RCA< = ABC<Y (a kertileti és érintGszog egyenlSsége alapjan), s hasonléan PBPy< =
ABQ< = ACB4<. Legyen A vetiilete BC-n a T pont. Ekkor CAT és BP P, valamint BAT és C'PP; hasonldé harom-
szogek, mert két-két szogiik megegyezik. Az el6bbibsl CA : AT = BP : PPy, az utobbibol BA : AT = CP : PP;.
Ezek hanyadosa

CA:BA=(BP:CP): (PP, : PFR).
Itt BP és C'P koz6s pontbol huzott érinté szakaszok, tehat CA : BA = PPy : PPy, amibdl a kivant allitas atrendezéssel
kovetkezik.

*

17. feladat. Igazoljuk, hogy ha A-nal derékszog van, akkor az A-n atmend szimmedidn parhuzamos a B és C-ben
huzott érintékkel!

18. feladat. Dontsiik el, hogy jo-e a fenti bizonyitas, ha A-nal tompaszdg van. Hogyan moédosul a bizonyitas, ha
B-nél (vagy C-nél) van tompaszog?

19. feladat. A k korhoz a kiils6 P pontb6l meghuzzuk az érintéket, az érintési pontok X és Y. A k kor egy tovabbi
pontja Z. Igazoljuk, hogy a PZ egyenes az XY szakaszt X Z2 : Y Z? aranyban osztja.

*

A Gergonne-pont és a Lemoine-pont kdzott van még egy érdekes Osszefiiggés. Legyen a hegyesszogli ABC haromszog
A-bol, B-bél, C-bél induld magassaganak talppontja a szemben levs oldalon rendre T, U, V. Az UV szakasz antiparalel
BC-vel, tehat az A-bol indul6 t, szimmedian felezi UV-t (21. tétel).

11. dbra



Ismert, hogy a TUV haromszog hozzairt koreinek kozéppontja rendre A, B és C, hiszen a magassagok felezik az
UVT héaromszog szogeit, ezért az AB, BC, C'A egyenesek az UVT haromszog kiils§ szogfelezéi (11. abra). Az ABC
haromszog t, szimmedianja tehat azonos a TUV haromszog UV oldalahoz irt kor kozéppontjat az UV oldal felezs-
pontjaval 6sszekots egyenessel. A 10. tétel szerint ez az egyenes dtmegy a TUV haromszog kozépvonal haromszogének
Gergonne-pontjan. Belattuk tehédt az aldbbi tételt:

26. tétel. A hegyesszogi ABC hdromszog szimmedidnjai dtmennek a magasdgponthoz tartozo talpponti hdromszdg
kozépvonalhdromszégének Gergonne-pontjin. Az ABC hdromszdég Lemoine—Grebe-pontja tehdt a magassagponthoz tar-
tozd talpponti hdromszdg kézépvonalhdromszigének Gergonne-pontja.

Erdekes eredményre jutunk, ha a 25. és 26. tételt sszevetjiikk. Ha XY Z nem derékszogt haromszog, akkor a 25.
tétel szerint beirt korének érintési pontjai olyan X'Y’Z’ haromszdget alkotnak, amelynek Lemoine-pontja az XY Z
haromszog Gergonne-pontjaval egyezik meg. Mésrészt az X'Y’Z’ haromszog talpponti haromszdgének kozépvonal-
haromszdge olyan, hogy Gergonne-pontja megint csak megegyezik az X'Y’Z’ haromszog Lemoine-pontjaval. Ha ebbél
az utoljara kapott haromszdghdl megint képezziik a beirt korének érintési pontjai altal alkotott haromszoget, ennek a
haromszdégnek a Lemoine-Grebe-pontja azonos lesz az X'Y’Z’ haromszég Lemoine-Grebe-pontjaval.

Hogy kapott eredményiinket egyszeriibben kifejezhessiik, bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket. Az XY Z haromszog
beirt korének érintési pontjai altal alkotott haromszoget eXY Z jeloli, az XY Z haromszog kdzépvonalhadromszogét
kXY Z, az XY Z haromszog magassagtalppontjai alkotta haromszogét pedig tXY Z. A magassagtalppontok alkotta
haromszog kozépvonalhdromszoge tehat kt XY Z. A 26. tétel ezzel a jeloléssel igy fogalmazhatd: kt XY Z haromszog
Gergonne-pontja azonos XY Z haromszog Lemoine-pontjaval. A fentebb megfogalmazott kovetelmények pedig igy
szolnak: a kteXY Z és XY Z haromszogek Gergonne-pontja, valamint az ekt XY Z és az XY Z haromszogek Lemoine-
pontja azonos.

Megjegyezziik, hogy ekt XY Z és kte XY Z oldalai parhuzamosak az XY Z haromszog megfelels oldalaival, és XY Z-t
egy-egy L, ill. G koézéppontu tiikkrozve kicsinyités viszi at az ekt XY Z, ill. kte XY Z haromszogbe.

*

20. feladat. Bizonyitsuk be ezt az utobbi allitast! Igazoljuk, hogy a kicsinyités aranya az el6bbi esetben 2 cos a: cos 5 cos 7,
az utobbi esetben o/4r.

21. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az XY Z haromszoget az etk XY Z, tke XY Z, ket XY Z haromszogbe rendre egy-
egy K, O, M kozepii tiikrozve kicsinyités viszi. A kicsinyités aranya rendre 2 cos a cos f cos~y, o/4r, 2 cosa cos 3 cos~y.

22. feladat. Nevezziik az XY Z haromszog kotangens-pontjanak (ctg-pontjanak) azt a pontot, melynek az Y Z,

«

ZX, XY oldalaktol vett tavolsadga ugy aranylik egyméashoz, mint ctg§ : ctgg : ctg%. Igazoljuk, hogy az XY Z
haromszoget a tek XY Z haromszogbe a ctg-pontra vonatkozo o/4r aranyu tiikkrozve kicsinyités viszi.

A 20-22. feladatok 4llitésai természetesen csak akkor igazak, ha a haromszogek hegyesszogtek!

23. feladat. Fogalmazzuk meg a 26. tétel megfelel§jét arra az esetre, mikor az ABC haromszog tompaszog!

*

A 20. feladat szerint az ekt ABC haromszog az ABC haromszoghdl L kézéppontd, — 2 cos « cos S cos 7y aranyud
kicsinyitéssel jon létre. A Lemoine—Grebe -pontnak egy tovabbi szép tulajdonsaga, hogy konnyen jellemezhetSk azok
a haromszogek, amelyek az ABC' héromszoghdl L kézépponti, nyujtassal, kicsinyitéssel jonnek létre.

27. tétel. Irjunk az ABC' hdromszig oldalaira olyan, eqymdshoz hasonlé ABByAy, BCCi By, CAA5Cy téglalapot,
amelyben AB : BBy = BC : CCy =
=CA: AAy =1 : X (Ha X > 0, akkor a téglalapok ,kifelé”, ha A < 0, akkor a téglalapok ,befelé” dllnak. |\ = 1
esetén a téglalapok négyzetek.) Tekintsik az AgBo, B1C1, CoAs egyenesek hatdrolta (az ABC hdromszdghéz hasonld)
hdromszoget. Ez a hdromszég az ABC hdaromszognek L-bdl nyijtott (kicsinyitett) képe.
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12. dbra



A bizonyitéshoz legyen Cs Ay és Ay By egyenesek metszéspontja P, AgBy és B1C1 metszéspontja Q, B1C1 és AsCy
metszéspontja R (12. abra). Legyen tovabba P vetiilete az AB, AC egyenesen Py és P;. PPyBBy téglalap, tehat
PPy = BBy = A+ AB. Ugyanigy PP, = A+ AC, tehat PPy : PP, = AB : AC. A 23. tétel szerint tehat P rajta van az
ABC haromszog t, szimmedianjan, vagyis P A egybeesik t,-val. Hasonléan @B a tp, RC' pedig a t. szimmedian, s mivel
az ABC haromszog a PQR haromszog nagyitott (kicsinyitett) képe, ez a harom egyenes egy pontban, a hasonlosagi
centrumban metszi egymast. (Ezzel Gjabb bizonyitast is adtunk arra, hogy a harom szimmedian egy pontban metszi
egymast.) A hasonlosig centruma tehat valéban az L pont.

*

24. feladat. Igazoljuk, hogy a PQ R haromszogbdl az ABC haromszog

1
+
2(ctga + ctg B + ctgy)

aranyu kicsinyitéssel (nytjtassal) jon létre!
25. feladat. Igazoljuk, hogy minden, az ABC haromszogh6l L kozepd nyujtéssal vagy kicsinyitéssel keletkezd
haromszog megkaphato a 27. tétel eljarasavall
*

Befejezésiil az L pontnak két tovabbi tulajdonsagat mutatjuk be. Az elss egy szélsGérték problémaval kapcsolatos.
Legyen X az ABC haromszog sikjanak tetszéleges pontja, legyen X tavolsaga a BC, CA, AB oldalaktol rendre x,
y, z. Nyilvanvalo, hogy x + y + 2z akarmilyen nagy negativ értéket felvehet, viszont |z| + |y| + |z| a haromszognek a
leghosszabb oldallal szemkozti csticsaban minimaélis.

26. feladat. Igazoljuk ezeket az allitdsokat!

*

Nehezebb feladat annak az X pontnak a meghatarozasa, amelyre 2% + y* + 22 minimalis.

28. tétel. Ha az X pont tdvolsiga az ABC hdromszdég hdrom oldaldtol x, y, z, akkor

4¢2

2 2 2
> .
z +y +z a2+b2+02

Egyenloség akkor és csak akkor dll, ha X = L.
A bizonyitashoz gondoljuk meg, hogy ax + by + cz = 2t (a tavolsagok elGjelesek, ezért ez a sik minden X pontjara
igaz). Méasrészt
(a®> + b2+ ) (2 +y* + 2%) = (ax + by + c2)*+
+(ay — bx)? + (az — cx)? + (bz — cy)*(> ax + by + cz)? = 4t°.

Egyenl6ség akkor és csak akkor all, ha ay = bx, az =cx, bz =cy, azaz x : y: 2z =a : b: ¢, tehdt X a Lemoine—Grebe-
pont.

Hasonl6 otlettel oldhaté meg az alabbi feladat:
27. feladat. A BC oldalegyenes tetszéleges X pontjanak tavolsaga az AB és az AC oldalaktol y és z. Igazoljuk,
hogy y? + 22 arra a pontra minimalis, amelyben a t, szimmedian metszi a BC' oldalt.

*

Megjegyezziik, hogy sok az z, y, z tavolsdgokkal kapcsolatos érdekes egyenlStlenség talalhatd Sklarszkij-Csencov-
Jaglom: Vilogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébél 2/2. Geometriai egyenldtienségek és szélséértékek.
107-117. feladatai kozott.

Kanyarodjunk vissza a 16. tételhez. Ott belattuk, hogy az L ponton keresztiil htzott harom antiparalel az oldalakbol
egy kor hat pontjat metszi ki. Belatjuk, hogy ugyanez a parhuzamosokra is igaz:

29. tétel. Az a hat pont, amit az L ponton keresztil az oldalakkal hizott pairhuzamosak metszenek ki a mdsik két
oldalbol, egy kéron van.



13. dbra

Legyen a harom parhuzamos a 13. abra jelolésével PQ, RS és TU. Az LQC R paralelogramma atloi felezik egymast,
tehat C'L felezi a QR szakaszt. A C'L szimmedianrol tudjuk, hogy felezi az AB oldallal antiparalel szakaszokat, igy
a Q-bol indul6 QR’ antiparalelt is. Belatjuk, hogy R = R’. Ha ugyanis R # R’ volna, a QR és QR szakaszok
felezGpontjait 6sszekots szakasz parhuzamos volna RR'-vel, tehat BC-vel, és nem lehetne mindkét felez6pont a CL
egyenesen. Ezért R = R, és a QR szakasz antiparalel az AB oldallal. Hasonléan T'S antiparalel a BC oldallal. Ezért
CRQ<=CAB< = a és CQR< = = AT S<. Mésrészt a parhuzamossagok miatt QTU< = a és SRQ< = RQC< =
8.

Azt kaptuk, hogy a TQRS négyszog R-nél fekvs szoge egyenls a T-nél fekvs kiils6 szoggel, valamint hogy a TU RQ
négyszog T-nél fekvo belss szoge egyenls az R-nél levs kiils6 szogével. Ezért mindkét négyszog hirnégyszog, vagyis a
QRT haromszog koré irt koron rajta van S is, U is. Ugyanezért az U RQ) haromszog koré irt koron (amely ugyanez a
kor) rajta van a P pont is, a hat pont tehat valoban egy koérén van.

*

28. feladat. Igazoljuk, hogy a QRL és az ABC haromszogek hasonlok.
29. feladat. Igazoljuk, hogy a t, szimmedian a BC oldalt b* : ¢* aranyban osztja.
30. feladat. Igazoljuk, hogy UR : RC : BU = a? : b : ¢2.

31. feladat. Legyen az ABC haromszog A csicsabol induld magassaganak talppontja 7', a B-bdl indulé magassagéé
U. Igazoljuk, hogy a C-bél indulé sulyvonal a TU szakaszt a® : b* aranyban osztja.

32. feladat. Az ABC héaromszog C csucsanal derékszog van. A C-b6l indulé magassag F felez6pontjat tiikrozziik
az A-bol indulé belss szogfelezére. A kapott F’ pontot Osszekotjiik A-val. Igazoljuk, hogy az AF' egyenes felezi a BC
szakaszt!

33. feladat. Igazoljuk, hogy az ABC haromszdg Lemoine—Grebe-féle pontjanak talpponti haromszogében az ol-
dalak ugy aranylanak egymashoz, mint az ABC héaromszog sulyvonalai!

*

Ha visszapillantva attekintjiik az egy csicsbol, pl. A-bol induld transzverzalisokat, azt talaljuk, hogy az AB ol-
dalegyenes, az m, magassig egyenese, a t, szimmedian, az f, szogfelezs, az s, stulyvonal, a koré irt K kozepét A-val
0sszekots rq (= AK) sugar egyenese és végiil az AC oldal hét olyan egyenes, amelyek ebben a sorrendben tikro-
sen helyezkednek el a szigfelezdre (az els6 az utolsonak tiikkorképe stb.). Az oldalakhoz tartozo ,nevezetes pontok” a
haromszog cstcsai; a magassdgok metszéspontja az M magassagpont; a szimmedianoké az L Lemoine-pont; a szogfe-
lez6ké a beirt kor O kozepe; a silyvonalaké az S stulypont; a sugaraké a koriilirt kér K kozepe. Latjuk tehat, hogy L
természetesen illeszkedik bele az M, O, S, K nevezetes pontok kozé 6tdodikként, s ,,szimmetrikussd” teszi azokat.

A Lemoine-Grebe-pontnak valoban szamos szép tulajdonsigat sikeriilt felfedezniink. Ezeket most mind 6sszefog-
laljuk.

A magassdgok felezGpontjdt a szemkézti oldal felezGpontjaval dsszekotd harom szakasz egy L pontban taldlkozik (12.
tétel).

Egyetlen olyan L pont van az ABC hdromszog sikjaban, amely egyszerre kézepe a hdrom oldal félé irt egy-egy
téglalapnak. A sik barmely mds pontja legfiljebb egy oldal folé irt téglalapnak lehet kizéppontja (14. tétel).

Egyetlen olyan L pont van ABC sikjiban, amely felezi mindhdrom, rajta dtmend antiparalel szakaszt. E hdrom
szakasz eqyenld hosszi, s végpontjai eqy L kézepd kéron vannak. Bdrmely két szakasz négy végpontja valamelyik oldal
folé irt téglalapot alkot (16. tétel).

Az ABC hdromszig sikjiban pontosan egy olyan L pont van, amely silypontja a sajdt talpponti hdromszégének (17.
tétel).

Ha az ABC hdromszogbe beirt PQR hdromszog oldalainak négyzetosszege minimdlis, akkor a PQR hdromszdg egy
L pont talpponti hdromszdge (20. tétel).

A hdromszdg szimmedidnjai egy L pontban taldlkoznak (22. tétel).



Az ABC hdromszdg sikjanak egyetlen olyan L pontja van, amelynek a BC, CA, AB oldalaktol vett tdvolsiga
BC : CA: AB ardnyu (24. tétel).

Legyen az X pont eldjeles tdvolsiga a hirom oldaltél x, y, z. Az x> +y> + 2° négyzetisszeg a sik egyetlen L pontjira
minimdlis, x° 4+ y? + 22 > 4t?/(a® + b + ¢?), és egyenldség csak erre az L pontra dll (28. tétel).

Ha az ABC hdromszdg oldalaira egymdssal hasonlé (és azonos) kériljarisi ABByAy, BCCy1 By, CAA2Cs téglala-
pokat irunk, akkor a BoAg, C1B1, A2Cy egyenesek dltal alkotott hdromszdg (mely hasonld az ABC' hdromszighdz ) az
ABC' hdaromszignek mindig ugyanabbol az L pontbdl nagyitott (kicsinyitett) képe (27. tétel).

E kilenc tulajdonsag barmelyike ugyanezt a pontot, a haromszég Lemoine—Grebe-féle pontjat definidlja. Ennek a
pontnak tovabbi nevezetes tulajdonsagai:

L-en keresztil a hdrom oldallal hizott parhuzamos az oldalakat hat pontban metszi, ez a hat pont egy kdrén van
(29. tétel).

Ha az ABC nem derékszogi hdromszag, akkor van olyan PQR hdromszdg, amelynek beirt vagy valamelyik hozzdirt
kére a QR, RP, PQ oldalakat rendre A, B, C-ben metszi. A PQR hdromszig Gergonne-pontja az ABC' hdromszig
Lemoine-pontja (25. tétel).

Ha az ABC hdromsziog hegyesszogi, akkor Lemoine-pontja megegyezik a magassdg talpponti hdromszégének kézépvonal-
hdromszégében a Gergonne-ponttal. Ha ennek a kézépvonalhdromszignek a beirt kére az oldalait A', B, C' pontokban
metszi, akkor az A'B'C’' hdromszég Lemoine—Grebe-pontja azonos az ABC hdromszég Lemoine—Grebe-pontjdval, s az
A'B'C’" hdromsziog egy L kizépponti, tikrizve kicsinyitéssel kaphaté az ABC hdromszigbdl (26. tétel).



