A Nagel-pont

A cimet elolvasva rogton felmeriil a kérdés: a haromszog mely pontjait nevezziik nevezetes pontnak? Nemrégiben
a KOMAL-ban (64. kétet, 4. szam, 1982. apr.) is megjelent egy érdekes cikk, amely ezt a kérdést targyalta (Hermann
Bauer: Hdny nevezetes pontja legyen a hdromszdognek ?). Eszerint a haromszog négy nevezetes pontja a magassagpont,
a sulypont, tovabba a haromszdg beirhato és koré irhato korének kézepe. Megmutatja, hogy az oldalfelezé pontokbdl
alkotott kozépvonal-haromszog beirt korének kozepe szintén sok szép tulajdonsaggal rendelkezik, és bizonyos szem-
pontbol természetesen egésziti ki tulajdonsagaival az emlitett négy pontot.

Nyilvan részben izlés kérdése, hogy melyik pontot nevezziik ,,nevezetes pontnak”. Német (és magyar) geométerek
altaldban az elsének felsorolt négy pontot tekintik nevezetesnek. Ennek részben fizikai, részben torténeti okai vannak:
vizsgalatukat 6kori gorég matematikusok kezdték el.

Jelen cikkben f6leg francia geométerek (Lemoine és Gergonne) nyoman kevésbé ismert nevezetes pontokra szeret-
nénk felhivni a figyelmet. Ezek nem definidlhatok olyan egyszertien, mint pl. a beirt kor kézéppontja, &m olyan sok
meglepd és szép tulajdonsaguk van, hogy nem csoda, ha egy matematikus az egyik ilyen pontot a magassagpont, a
silypont és beirt kor kézéppontja mellett a haromszog negyedik legfontosabb pontjanak nevezte.

*

1. A beirt kor kozepe a szogfelezSk taldlkozasi pontja, a magassagpont a magassagokeé, a silypont pedig a sulyvo-
nalaké. Definidlasukhoz mindharom esetben elébb be kell bizonyitani, hogy a megfelel6 egyenesek valoban egy pontban
talalkoznak. (A koré irt kor kozepe — s az emlitett cikk altal javasolt 6t6dik nevezetes pont, a kbzépvonal haromszog be-
irt korének kdzepe — ebbdl a szempontbol kicsit rendhagyd: a kdzépvonal-haromszog magassagainak, ill. szogfelezGinek
metszéspontja. Ezek is harom-harom egyenesnek a metszéspontjai.)

Az ABC haromszog Ceva-szakaszinak vagy a hdromszdg transzverzilisinak azt a szakaszt (egyenest) nevezzik,
ami a haromszog egyik cstcsat a szemkozti oldal valamely pontjaval koti Gssze. A nevezetes pontok vizsgalata az
alabbi, G. Ceva (1678-1734) olasz matematikustol szarmazo tétellel kezdddik:

1. tétel (Ceva tétele) Legyen D, E, F' a BC, CA, AB oldalak egy-egy pontja. Az AD, BE, CF Ceva-szakaszok
pontosan akkor taldalkoznak egy pontban, ha

BD-CE-AF =DC-FEA-FB.

(A tétel bizonyitasa megtalalhato pl. Coxeter és Greitzer: Az djra felfedezett geometria c. konyvének 19-20. oldalan;
egy mésik bizonyitas taldlhatéo Horvay és Reiman: Geometriai feladatok gyijteménye 1. kdtetében, az 1263—64. feladat
megoldasaban.)

Ez a tétel maris moédot ad két djabb nevezetes pont definidlasara:

2. tétel. Erintse az ABC hdromszig beirt kire a BC, CA, AB oldalakat rendre a D, E, F pontban. Az AD, BE,
CF Ceva-szakaszok egy pontban taldlkoznak. Ezt a pontot nevezzik a hdromszég Gergonne-pontjinak (1. abra).

3. tétel. Ha az ABC hdromszég AB, BC, C A oldaldhoz irt kér a megfeleld oldalt rendre az F', D', E' pontban érinti,
akkor az AD', BE', CF' Ceva-szakaszok eqy pontban taldlkoznak. Ez a pont a hdromszig Nagel-pontja.

A 2. tétel bizonyitdsahoz elég emlékeztetniink arra, hogy egy pontbol a kérhoz hazott érintészakaszok egyenlGek,
ezért BD = BF, AF = AFE és CE = CD. Kovetkezésképp BD - CE - AF = DC - EA - FB, és igy Ceva tétele szerint
AD, BE, CF valoban egy pontban talalkozik.

A tovabbiakban az AB, BC, C'A oldalak felez6pontjat Fyup, Fpe, Feq-val fogjuk jelolni, s altalaban az XY szakasz
felez6pontjat Fy, nal. A 3. tétel bizonyitasahoz elég azt meggondolni, hogy D-nek Fj.-re vonatkoz6 tiikkdrképe éppen D',
s ugyanigy E' az E-nek F,.-re, F' pedig F-nek F,;-re vonatkozé tiikorképe. Kévetkezésképp BD' = CD, CD' = BD,
CE' = AE, AE' = CE, AF' = BF és BF' = AF, tehat

BD'-CE'-AF' =CD - AE - BF,



CD'-AE'-BF' = BD-CE - AF.

A jobb oldalon allo szakaszok paronként egyenldk, egyenlSk tehét a bal oldalon allo szorzatok értékei is, ezért Ceva
tétele szerint az AD', BE', CF’ Ceva-szakaszok valéban egy pontban taldlkoznak.

A 3. tétel. bizonyitasanal tulajdonképpen csak annyit hasznaltunk fel, hogy a jobb oldali szorzatok egyenldk, vagyis
az AD, BE, C'F szakaszok egy pontban talalkoznak.

Igy tehat a kovetkezs tételt igazoltuk.

4. tétel. Legyen D, E, F' a BC, CA, AB oldal egy-egy pontja, e hdrom pontnak a megfeleld oldal felezépontjdira
vonatkozd tikérképe pedig D', E', F'. Az AD, BE, CF szakaszok akkor és csak akkor taldlkoznak eqy K pontban, ha
az AD', BE', CF’ is egy K' pontban taldlkoznak.

A 4. tétel tehat a haromszog minden ,nevezetes pontjahoz” hozzarendel egy masikat. A salyponthoz énmagat
rendeli, a Gergonne-ponthoz a Nagel-pontot és viszont. Altalaban ha K-hoz K’-t rendeli, akkor K’-hoz K-t. Erdemes
elgondolkozni azon, mit rendel a magassdgponthoz, a koriilirt és a beirt kor kdzepéhez!

Mind a régi, mind az 0j nevezetes pontokat agy definialtuk, hogy el6bb létezésiiket bizonyitottuk. A matematika nem
leir6 tudomany, méar legegyszertibb definiciéi mogott is sokszor mély, észre sem vett gondolati munka van. Problémék,
feladatok megoldasa sokszor egy gondosan megadott definiciéon mulik, ezt a jelen cikkben is latni fogjuk.

2. Most ratériink a Nagel-pont vizsgalatara.

A tovabbiakban rogzitiink egy (tetszéleges) ABC haromszoget. Ennek Gergonne-pontjat G-vel, Nagel-pontjat N-
nel, a beirt kor és a BC, CA, AB oldalak érintési pontjat rendre D, E, F-fel, ezek Fy., Fiq, ill. Fyp-re valo tiikkorképét
rendre D', E', F'-vel jeldljiik. (G tehdt az AD, BE, CF, N pedig az AD', BE', CF' szakaszok kozds pontja.) A

b
szokasos jeloléssel BC' = a, CA = b, AB = ¢, a veliik szemben fekvl szogek a haromszoégben a, S, v, s = u,

0 az ABC haromszog beirt korének sugara, r a koriilirt kornek; o4, 0p, 0c pedig az a, b, ill. ¢ oldalhoz hozzairt korok
sugara.

5. tétel. Az ABC hdromszdg S sulypontja, N Nagel-pontja és beirt kirének O kdzepe eqy egyenesen van és OS:SN =
1:2 (2. abra).

2. abra

Az 5. tétel (melyet érdemes Gsszevetni a bevezetSben idézett cikk 3. tételével) az alabbi tétellel egyenértéki:
6. tétel.Az ABC hdromszog beirt korének kézepe az oldalfelezd pontokbdl alkotott kézépvonal-hdromszég Nagel-pontja.

Ismeretes, hogy az ABC' haromszog oldalfelez6 pontjai altal alkotott haromszoget az ABC haromszog S stulypont-
jabol (—2):1 aranyu nagyitas éppen az ABC haromszogbe viszi at, hiszen a sulyvonalak harmadoljak egymast. Az 5.
tétel azt mondja ki, hogy ennél a transzformacional az ABC haromszog beirt korének O koézéppontja a Nagel-pontba
megy at. A hasonlosigi transzformécio a kézépvonal-haromszog Nagel-pontjat az ABC haromszog Nagel-pontjaba
viszi, amivel a két tétel ekvivalenciajat belattuk.

Elég tehét a 6. tételt bizonyitani. Erre tobbfajta szdmolasos bizonyitas ismeretes. Az alabbi, ha nem is a leggyorsabb,
de a haromszog tobb geometriai tulajdonsagara mutat ra.



3. dbra

Erintse az AF,;,Fy. haromszog beirt kore az Fyp,F,. oldalt (3. 4bra) a Dy pontban. Az AF,;F,. haromszog az ABC
haromszognek A-bol 1/2 ardnyban zsugoritott képe, tehat az ADy egyenes éppen D-ben metszi a BC oldalt és Dy
felezi az AD szakaszt, tovabba Fop Do = BD/2 és F,.Do = CD/2.

Erintse az Fu,Fy.Fy. haromszog beirt kore az F,.F,; oldalt Di-ben. Az F,,F,.Fy. haromszdg az ABC-nek az S
stlypontbol —1/2 ardnyban zsugoritott képe (B-nek Fy., C-nek Fy; felel meg). Ezért F,.D; = BD/2. Azt kaptuk,
hogy F.,Do = F,.D1, tehat Dy és D1 szimmetrikusak az F,, F,. oldal felez6pontjara. Minthogy D és D’ tiikrosek BC
felez6pontjara, és az S stlypontbol 1/2 aranyban kicsinyitve B, D, C rendre F,., D1, Fy-be megy, ezért D' képe Dy
lesz, AD' képe pedig Fy.Dy.

Jelolje a By Fyp haromszogbe beirt kor és az Fy. Fyp, oldalnak az érintési pontjat Ey, a CFp. F,. hiromszogbe beirt
kor és az Fy.Fy. oldal érintési pontjat Fy. A fenti gondolatmenet elismétlésével azt kapjuk, hogy ha S-bél az ABC
héromszoget —1/2 aranyban kicsinyitjiik, BE' képe F,.FEy, CF’ képe Fo,Fy lesz. A kozépvonal-haromszog Nagel-
pontja tehdt az Fp.Do, FucFo, FapFo szakaszok kozos pontja. Ha belatjuk, hogy az ABC haromszog beirt korének
kozepe mindharom szakaszon rajta van, akkor a 6. tételt bizonyitottuk.

Nyilvan elég azt belatni, hogy példaul az ABC haromszog beirt korének O kozepe az Fp.Dy szakaszon van. Dy

i — P . ——
felez6pontja AD-nek, tehat 2 ODy = OA + 5ﬁ . Ugyanigy 2 OFp. = O? + O? Azt kell belatni, hogy ODy és
O—Fbc) parhuzamos. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a két vektor vektorialis szorzata nulla. Fejtsiik ki a vektorialis

szorzatukat!
(OA + OD) x (OB + 0C) = OA x OB + OA x OC + 0D x OB + 0D x OC.

A jobb oldalon az ABC sikra meréleges vektorok allnak, hosszuk megegyezik az OAB, OAC, ODB, O DC haromszogek
(el6jeles) teriiletével, koziilitk az els6 és az utolsé a sik egyik oldalara, a mésik kett6 a sik masik oldalara mutat a
haromszogek koriiljarasi iranyanak megfelelGen. A négy vektor 6sszege tehat akkor nulla, ha

toas +topc =toac +tops.

Nyilvanvalé, hogy
1 1
toas +topc = E(AB—FDC)Q és toac +tops = g(AO—FDB)Q.

De AB + DC = s = AC + DB, a kivant egyenlGség tehat fennall. Ezzel az 5. és 6. tétel bizonyitasat befejeztiik.
Az az allitas, hogy Dy, O, Fy. egy egyenesbe esik, specialis esete Newton aldbbi nevezetes tételének:

7. tétel. A PQRS érintdnégyszog dtloinak felezépontjit dsszekotd eqyenes dtmegy a beirt kér kézéppontjan.

A mi esetiinkben a PQRS négyszog szerepét az ABCD ,érinténégyszog” jatszotta, melynek B, D, C csucsai
egy egyenesbe esnek. Az altalanos eset pontosan ugyanigy bizonyithatd, a bizonyités végén azt kell kihasznalni, hogy
érinténégyszog két-két szemben levs oldalanak Osszege egyenld. [A Sklarszkij—Csencov—Jaglom: Vilogatott feladatok
az elemi matematika korébdl Geometria/1 kotetének 135. a) feladata egy masik bizonyitast ad Newton tételére, pusz-
tan teriiletatalakitasokkal. A fenti bizonyitas is elmondhat6 volna teriiletatalakitasokkal, de vektorokkal lényegesen
révidebb és elegansabb.]

8. tétel. Az N Nagel-pontra AN:AD' = a:s.



A 6. tétel bizonyitasanal hasznalt jelolésekkel AN:AD' = F,.O:F,.Do, mert S-b6l —1/2 ardnyban kicsinyitve A,
N, D' képe rendre Fy., O és Dg. Masrészt Fy.O:Fp.Dg = Q:% , hiszen O tavolsaga a BC' oldaltol p, Dg tavolsaga

pedig % De Q:ﬂ = 20:mg = a:s, hiszen 20s = 2t Apc = amy.

2
9. tétel. A Nagel-pont tdavolsiga a BC, C A, AB oldaltdl rendre 298 — a’ 298 ; s 298 —¢ vagy masképp g%, g%,
a c
Me Qa Ob
0’

Az Fo, Fy o Fye haromszog Nagel-pontja O. O tavolsaga FypFyc-t01 % — 0. N téavolsaga BC-t8l (az S-bdl torténs

20s s—a
—2:1 ardnyt nagyitas miatt) ennek kétszerese, vagyis m,—2p. De am, = 2ps, tehat m, = L, ezért my—20 = 290 ,
a a

ahogy Allitottuk.

s—a Mg

= Q—_
oa

Veégiil am, = 2tapc = 204(s — a), ahonnan 2p

*

1. feladat. Igazoljuk, hogy a Nagel-pontnak a BC, C A, AB oldaltol mért tavolsagai gy aranylanak egymaéshoz,
1 1 1

mint : : .
1—cosa 1—cosf 1—cosy

2. feladat. Igazoljuk, hogy a Gergonne-pontnak a BC, C A, AB oldaltél mért tavolsagai gy aranylanak egyméashoz,
1 1 1

mint : : .
14+ cosa 1+cosf 1+ cosy

3. feladat. Az ABC haromszég AB oldalahoz irt kor érintse az AB oldalt F’-ben, az AC oldalt Es-ben. Az AC
oldalhoz irt kor érintse az AC oldalt E'-ben. BE' és CF’ egyenesek metszéspontjan keresztiil htizzunk parhuzamost
AC-vel, az A csticson keresztiil pedig BE’-vel. Bizonyitsuk be, hogy ez a két egyenes az F’ E5 egyenesen metszi egymast.

*

Befejezésiil térjiink még vissza egy rovid idére a 7. tételre, és alkalmazzuk azt pl. az ABD’'C , érinténégyszogre’”.
Valoban, ez is érinténégyszog, ahogy az ABDC négyszog az ABC haromszog beirt kore koré irt érinténégyszog,
ugyanigy az ABD'C a BC oldalhoz hozzairt kir érinténégyszoge. Jelolje most Oy a hozza irt kérnek kozéppontjat.
Azt allitjuk, hogy BC oldalfelezé pontjat AD’ szakasz felezSpontjaval Osszekots egyenes dtmegy Op-en. A 6. tétel
bizonyitasa soran hasznalt gondolatmenet szerint ehhez megint csak annyit kell belatni, hogy az

— —
(OT)4+ 01D') x (Olg + 018) = OT)‘l X Olg + O1D" x 01§ + OTZl X 0184-

+0:1D x O,C.

kifejezés értéke a nullavektor. A jobb oldalon az ABC haromszog sikjara merdleges vektorok allnak, hosszuk rendre
to,AB, to,D'B, to, Ac, to, prc. A haromszogek koriiljarasanak megfelelGen az els6 két vektor azonos féltérbe, a masik
ketts a masik féltérbe mutat. Annyit kell tehat belatni, hogy to, a5 + to,p'B = to, ac + to,p’c. De ez igaz, hiszen

toyag +to,p's = (AB+ D'B)o, = s+ 0, = (AC + D'C)o, = to, ac + to,prc-

Azt kaptuk, hogy az AD’ szakasz felez6pontjat BC' oldalfelezpontjival (Fy.-vel) dsszekots egyenes atmegy a BC
oldalhoz hozzairt kor kozéppontjan. A 6. tétel bizonyitésa soran lattuk, hogy AD’ felez6pontja éppen D1, vagyis a
kozépponti haromszog beirt korének érintési pontja (1. 3. dbra). Az AD' felezGpontjat Fy.-vel 6sszekotd szakaszon tehat
rajta van a koézépponti haromszog Gergonne-pontja! A kovetkezs tételhez jutottunk tehét:

10. tétel. Az ABC hdromszdg oldalaihoz irt kérok kézéppontjat a megfeleld oldal felezépontjdval dsszekitd egyenesek
a kézépvonalhdromszdg Gergonne-pontjaban taldlkoznak.

Ennek a tételnek — amelyet a 6. tétellel val6 rokonsidga miatt bizonyitottunk — teljes jelentGsége csak a kovetkezs
részben fog kideriilni (1. a 26. tételt).
*

4. feladat. Szerkessziink haromszoget, ha ismerjiik két oldalanak kiilonbségét, a harmadik oldalhoz tartoz6 ma-
gassagat, s az ehhez az oldalhoz irt kor sugarat!



