A binéaris (2-es szamrendszerbeli) szamlalaskor ugy noveliink 1-gyel, hogy jobbrol indulva az 1-eseket O-ra véltjuk
egészen addig, amig 0-hoz nem ériink, amit atirunk 1-esre. Pl

10111 +1=11000, 101 +1=110, 10+1=11.

Kezdjik a szamlalast 0-t6l és minden szam mellé irjuk fel, hogy hatulrol szamitva hanyadik értéken cseréltiink 0-t
l-esre (ay,), illetve azt, hogy ez a helyi érték 2 hanyadik hatvanyat jeloli (by,):

n 0 1 10 | 11| 100 | 101 | 110 | 111 | 1000

an, 1 2 1 3 1 2 1 4

bn, 0 1 0 2 0 1 0 3

Lathato, hogy a b,, sorozat elemei 1-gyel kisebbek, mint az a,-ek. Az a,, sorozat képzési szabalyat igy fogalmazhatjuk
meg;:

az elsd elemtdl kezdve minden mdsodik 1-es,
a mdsodik elemtdl kezdve minden negyedik 2-es,
a negyedik elemtdl kezdve, minden nyolcadik 3-as,

a 2F-adik elemtdl kezdve minden 21 -edik (k + 1)-es.

A b, sorozatnal tehat a 2%_adik elemt6] kezdve minden 2¥t'-edik k-as.

A hatvanyok sorozata egyuttal azt az informéciot is megadja, hogy n kettes szamrendszerbeli alakja hany O-ra
végzédik. Ez oszthatosagra atfogalmazva azzal egyenértékd, hogy 2°7|n, de 2°»T! f n; Ezt ugy mondjik, hogy 2°»
pontos osztdja n-nek és igy jelolik: 2°» || n; (Ezzel analog a 10-es szamrendszerben az, hogy egy szamnak 10 annyiadik
hatvanya a pontos osztdja, ahadny nullara végz6dik a szam.)

Ha 2% || n és 2° || m, akkor 2% || n - m (gondoljunk arra, hogy hany 0-ra végzédik n, m és n - m). Ebb6l a b,
sorozat egy érdekes tulajdonsiaga adodik:

brm = bp + by

Ezt a tulajdonsagot additivitasnak nevezik. Ilyen tulajdonsagu pl. a logaritmus fiiggvény is:
lg(n-m) =1gn + lgm.

Az 1,2,1,3,1,2,1, 4, ... sorozatnak sok érdekes tulajdonsaga van.

Elsfordulhat, hogy végtelen sok sorozatot akarunk ,,6sszefésiilni”, azaz az elemeket egy sorozatba egyesiteni. Jeloljiik
az elemeket x; ;-vel, ahol az els§ index arra utal, hogy hanyadik sorozatban van az elem, a masodik pedig arra, hogy
ezen beliil hanyadik helyen; x; ; az i-edik sorozat j-edik eleme.
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Az
1,1, %21, 21,2, 1,3, 22, 31, T4,

folsorolast hdromszdgszerinek nevezhetnénk, az

T1,1, P21, T22, <12, 1,3, L23, 33, I32, 31,

folsorolast négyszigszerinek.
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Azt a felsorolast pedig, amelynek n-edik tagja az a,-edik sor legkisebb, a felsorolasban még nem szerepls tagja,
nevezhetjiik példaul logaritmikusnak:

r11, P21, <12, %31, 1,3, T22, Ti4, 41,

Egy masik érdekes tulajdonsaga a sorozatunknak, hogy kapcsolatba hozhaté a Hanoi tornyai néven ismert jatékkal,
amely a kovetkezs. Egy radon egyre kisebbedd korongok vannak. Ugy kell a korongokat egy masik rad segitségével
egyesével egy harmadikra atrakni, hogy egyszer se keriiljon kisebb korongra nagyobb. A megoldasok koziil természetesen
a lehet6 legrovidebb érdekel minket. Ezt legkdnnyebben rekurziéval lehet elmondani. Egy korong esetén vilagos, hogy
mi a teendd, n > 2 korong esetén (n — 1)-et athelyeziink a méasodik radra, az n-ediket a harmadik radra, majd az
(n — 1)-et a masodik radrél atrakjuk a harmadikra.

Ebbél két dolgot lathatunk:

1. n korong &athelyezéséhez 2™ — 1 1épés elegendd;

2. péaratlan szdmu koronggal indulva els6ként a harmadik radra, paros szamu koronggal indulva els6ként a méasodik
radra kell tenniink.

A rekurziot és a két allitast az alabbi abra illusztralja n = 5 korong esetén. A korongokat feliilrdl lefelé szamozzuk
meg. Ha folirjuk, hogy hanyadik korongot mozgatjuk, akkor djra az a, sorozatot kapjuk: 1,2,1,3,1,2,1,4, ...
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Rendeljiik hozza a korongokhoz a megfelel (binaris) helyiértéket, a lépésszamhoz annak binaris alakjat. Az alabbi
tablazat az abra alapjan késziilt, a fels6 6tjegyd szam a lépésszamot mutatja kettes szamrendszerben (megfelels szamu
nullat eléirva), alatta pedig az egyes helyiértékeken aszerint all 1, 2 vagy 3, hogy az 6t6dik, negyedik stb. korong melyik
oszlopon all.

Lépésszam 00000 | 00001 | 00010 | 00011 | 00100 | 00101 | 00110 | 00111

Korongok 11111 | 11113 | 11123 | 11122 | 11322 | 11321 | 11331 | 11333




Lépésszam 01000 | 01001 | 01010 | 01011 | 01100 | 01101 | 01110 | O1111

Korongok 12333 | 12332 | 12312 | 12311 | 12211 | 12213 | 12223 | 12222

Megfigyelhetjiik, hogy ha az egymaés alatt levé Otjegyid szdmokat egyforma szdmjegyekbdl allé6 blokkokra bontjuk,
azok hatarai egybeesnek; tovabba ha egy, a korongok elhelyezkedését leiré szamot vesziink ki, ott egy blokkot atolels
blokkban egyforma szamjegyek allnak, ha kézépen paros sok jegy van (pl. amikor a lépésszam 01100, a ,,22”-es blokkot
,»17, illetve ,,11” blokk veszi koriil); és ezek a szamjegyek kiilonbo6zdk, ha a blokkban pératlan sok szamjegy van.

Ezek a torvényszertiségek nemcsak itt, hanem altaldban is igazak. Ahhoz tehat, hogy a lépésszambol meghatéaroz-
hassuk, hol is helyezkednek el a korongok, mindossze az elsé két blokkroél kell tudnunk, hogy 1, 2, 3 koziil melyik all
benne.

Az els6 blokk csak 1-es és 3-as lehet — hiszen a legnagyobb korong mas riudra nem keriil: amig a lépésszam binaris
alakja 0-val kezdddik, addig az elsG, utana pedig a harmadik ridon van. A masodik blokk pedig kettesekbdl all, ha az
els6 blokkban paratlan sok elem volt, egyébként pedig 3-as vagy 1-es.

Nem kell kiilon , kiokoskodnunk” ezeket a szdmokat, ha a kovetkezéket csindljuk:

1. felirjuk k binaris alakjat n jegytre kiegészitve, majd elé 011-et irunk;

2. a szamban az els6 0 ala 1-et, az ezt kovetS 1-esek ald 3-at irunk, egészen addig, mig a szamban egy 0-hoz nem
ériink;

3. ha egy egyez6 szamjegyekbdl allé blokk ald mar odairtuk az 1, 2, 3 valamelyikét, akkor az ezutan kovetkezs
blokk jegyei ala aszerint keriil az a szdm, amely a megel6z6 blokk el6tt szerepelt vagy az 1, 2, 3 koziil a harmadik,
hogy az el6z6 blokkban paros sok vagy paratlan sok szamjegy van-e.

Igy példaul ha 20 korongot tesziink at az els6rél a harmadik radra, ekkor a leirtak alapjan 220 — 1 = 1048 575 lépés
kell. A 275419-edik 1épésben a korongok elhelyezkedése
0 11{010000 1100 1111011
1 331123333 2233 2222311
ugyanez a félmilliomodik lépésben (500 000 = 11110100001001000005)

0
3

11
22

011
133

és az egymilliomodikban:

011
133

01111010000100100000
12222132222311322222

11110100001001000000
33331233332112333333

Probaljuk meghatarozni, hogy az itt lathato két abra a 20 korong atrakasanak hanyadik lépéseit abrazolja.
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(Megoldds: a 154. oldal 1. abrajan a 410400. lépés, a méasodik abran annak kétszerese lathato.)



