A sik pontjai egy parabola szempontjabol harom diszjunkt halmazba sorolhatok: azon pontok halmaza, amelyek a
vezéregyeneshez kozelebb vannak, mint a fékuszhoz; azon pontok halmaza, amelyek a vezéregyenestdl és a fokusztol
egyenld tavolsagra vannak; azon pontok halmaza, amelyek a vezéregyenestdl tavolabb vannak, mint a fékusztol.

Olyan egyenes, amelynek minden pontja az els6 halmazba esik, létezik — pl. maga a vezéregyenes —, mig olyan
egyenes, amelynek minden pontja a harmadik halmazba esik, nem létezik.

Hasonl6 hdrom halmazba sorolas létezik a kor szempontjabol is: azon pontok halmaza, amelyeknek a kdzépponttol
mért tavolsadga nagyobb a kor sugaranél, azon pontok halmaza, amelyeknek a kozépponttol mért tavolsaga egyenls a
kor sugaraval, azon pontok halmaza, amelyeknek a kozépponttél mért tavolsaga kisebb a kor sugaranal. Itt is létezik
olyan egyenes, amelynek minden pontja az elsé halmazba tartozik, de nem létezik olyan egyenes, amelynek minden
pontja a harmadik halmazba tartozik. A kornél kézenfekvs, hogy az els6 halmazba tartozd pontokat kiilss, a harmadik
halmazba tartozokat belsé pontoknak hivjuk. Ezért a parabolanil is azokat a pontokat, amelyek a vezéregyeneshez
kozelebb vannak, mint a fokuszhoz, kiilsd, mig azokat, amelyek a vezéregyenestdl tavolabb vannak, mint a fokusztol,
belsé pontoknak nevezziik. Vegyiik még észre, hogy mind a koérnél, mint a parabolanal a kiils6 pontokbol a gorbe
domborinak, mig a belsé pontokbdl homorinaek latszik.

A hiperbolanél ugyanez a harom halmaz: azon pontok halmaza, amelyekre a fokusztol mért tavolsagkiilonbség
abszolat értéke kisebb, mint 2a, azon pontok halmaza, amelyekre a fokuszoktol mért tavolsdgkiilonbség abszolut
értéke 2a, azon pontok halmaza, amelyekre a fokuszoktol mért tavolsdgkiilonbség abszolat értéke nagyobb, mint 2a.
Itt is létezik olyan egyenes, amelynek minden pontja az els6 halmazba tartozik — pl. a melléktengely — és nem létezik
olyan egyenes, amelynek minden pontja a harmadik halmazba tartozik. Itt is igaz, hogy az elsé halmaz pontjaiboél
a hiperbola domborinak, mig a harmadik halmaz pontjaibol homorinak latszik. Az ellipszisre vonatkozo ugyanilyen
tipust megallapitasokat az olvaséra bizom.

Ezek utan célszerd a parabola, a hiperbola, az ellipszis érintGjét a kor érintGjéhez hasonléan ugy definidlni, hogy
olyan egyenesek, amelyeknek egy kozos pontjuk van a gorbével és minden més pontjuk kiilsé pont.

A parabola definicidja atfogalmazhato a kovetkezGképpen: a parabola azon korok kozéppontjainak halmaza, amely
korok érintik a vezéregyenest és atmennek a fokuszon. A hiperbola és az ellipszis esetén tekintsiik az Fy koézépponti
2a sugaru kort — ennek neve vezérkdr. Hiperbola esetén a méasik fokusz — Fy — a vezérkoron kiviil, ellipszis esetén
a vezérkoron belil van és a két fokusz két kiillonb6z6 pont. A kozos definicid: azon korok kdzéppontjainak halmaza,
amelyek a vezérkort érintik és atmennek a masik fékuszon.
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7. dbra

Tetsz6leges gorbepont szerkesztését ezek alapjan ugy végezziik el, hogy a vezérvonalon kijel6liink egy érintési pontot
— legyen ez F, és keressiik annak a kornek a kézéppontjat, amelyik a vezérvonalat E-ben érinti és atmegy a fokuszon. Az



e egyenes a 7.—8. abrakon olyan egyenes, amelynek R kivételével minden pontja kiils§ pont. A parabolanil RF = RE
miatt minden R-t6l kiilonbdzs P pontra a vezéregyenestdl mért tavolsdg (PP’) kisebb a fokusztol mért tavolsagnal:
PP’ < PE = PF. A hiperbolanil PF, = PE, és igy a PEF, haromszdgben a PF|, PE oldalak kiilonbsége valoban
kisebb E'F) = 2a-nal. Tehat az e egyenes érintGje a gorbéknek.

Az érint6 szerkesztésébdl adodik, hogy a fokusznak az érintére vonatkozo tengelyes tiikkorképe a vezérvonalon van,
az érint§ az Fy RFs haromszog bels6 szogfelezGje a hiperbolanal, a parabolanal az FRF szog felezGje; a fokuszbol az
érintGre allitott mercGleges talppontja a f6vonalon van. Hiperbolanal és ellipszisnél altalanosan elterjedt, hogy az O
kozéppontd a sugaru kor neve f6kor. A parabolanal cstucsérinté vagy tengelyponti érinté a szokasos elnevezés, melyet
a hiperbola és ellipszis mintajara én fGegyenesnek nevezek. Ez anndl is inkabb indokolt, mert mindharom gorbénél
a févonal a vezérvonalnak a fokuszra vonatkozo 1/2 aranyt kozéppontosan hasonlo képe. (A 7. abrardl a parabola
érintGjének két tovabbi kozismert tulajdonsaga is leolvashatd: az érintG a f6egyenesbdl fele akkora szakaszt vag le,
mint az F érintési pont tavolsiga a tengelytdl; az érint6 a tengelyen ugyanakkora és ellentétes iranyitasa szakaszt vag
le, mint az érintési pont tavolsiga a fGegyenestdl.

*
5. feladat. Igazoljuk, hogy a paraboldnak semelyik két érintGje nem parhuzamos !

*
Erintészerkesztés kipszelethez

Ha kupszelethez kiilsé pontbél érintét akarunk szerkeszteni, akkor az érinté és a févonal metszéspontjai szerkeszt-
het6k, mert ezek a pontok a févonalon kiviil rajta vannak a kiilsé pont — fokusz szakasz Thalész-korén. Igy tehat egy
pontbdl legfeljebb két érintd szerkeszthetd.

Abbol, hogy a fokusznak barmely érintére vonatkozo tengelyes tiikdrképe a vezérvonalon van, kévetkezik parabo-
lanal, hogy a vezéregyenesnek barmely érintére vonatkozd tengelyes tiikorképe atmegy a fokuszon. Kapcsoljuk ezt a
tényt 6.—9. TETELeinkhez:

12. TETEL. A parabola birmely hdrom érintdje dltal meghatdrozott hdromszég magassdgpontja rajta van a vezér-
egyenesen.

13. TETEL. A parabola bdrmely hdrom érintdje dltal meghatdrozott haromszig korilirt korén rajta van a fokusz.
*
6. feladat. Szerkessziik meg a parabola vezéregyenesét és fokuszat, ha adott a parabola négy érintGje !

7. feladat. Egy parabola két érintGje akkor és csakis akkor merdGleges egymasra, ha az érintési pontokat 6sszekots
egyenes atmegy a fokuszon, és a két érinté metszéspontja rajta van a vezéregyenesen.

*

Egyenes és kiupszelet kézos pontjainak meghatdrozdsa.

Legyen adott a vezérvonal, a fokusz és egy g egyenes. Keressiik a kiapszelet és g kézos pontjait. Vagyis keressiik
azoknak a koroknek a kozéppontjait, amely korok érintik a vezérvonalat, atmennek a fékuszon és a kdzéppontjuk rajta
van a g egyenesen. Igy a g egyenes a keresett korok atmérGegyenese, tehat ha atmegy a kor a fokuszon, akkor atmegy
a fokusznak g-re vonatkozoé tengelyes tiikorképén is. Feladatunk tehat parabolanél: szerkesztendd kor, amelyik atmegy
két adott ponton és érint egy adott egyenest. Hiperbolanal és ellipszisnél: szerkesztendd kor, amelyik dtmegy két adott
ponton és érint egy adott kort.

Ha a fokusz tiikorképe éppen a vezérvonalra esik, akkor a g egyenes éppen érinté és az érintési pont szerkesztése
az abrarol leolvashaté. Ha a vezérvonal elvalasztja egymastol a fokuszt és annak g-re vonatkozo tengelyes tiikorképét,
akkor nyilvan nincs olyan kor, tehat a g egyenesnek minden pontja kiilsé pont. Ha a fokusz és a g-re vonatkozd
tengelyes tiikorképe a vezérvonal ugyanazon partjara esik, akkor két ilyen kor van, igy a g egyenesnek a kipszelettel
két metszéspontja van.

Parabola esetén jeloljiik F-nek g-re vonatkozo tengelyes tiikorképét G-vel, tovabba az F'G egyenes és a vezéregyenes
metszéspontjat M-mel. Ekkor MG és MF mértani kozepe szerkeszthets, a vezéregyenesen M-t6l mértani kozép-
tavolsagra levé pontok legyenek M; és My - Mi-ben, ill. Ms-ben a vezéregyenesre allitott merdlegeseknek g-vel vald
metszéspontjai legyenek R; és Rs. Ezek éppen g és a parabola koz6s pontjai.

*

A parabolanak nyilvan nincs konvex burka, tehat a parabolahoz kell idealis pontot rendelni. Marmost, ha az FG
egyenes és a d vezéregyenes M metszéspontja létezik, vagyis F'G nem parhuzamos d-vel, akkor az egyenesnek vagy
minden pontja kiils6 pont, vagy érints, vagy szel6 két metszésponttal. Ha viszont F'G parhuzamos d-vel, vagyis a g
egyenes a parabola tengelyével parhuzamos, akkor egy kozos pont biztosan van; ettél g-n a vezéregyenestsl tavolodva,
a félegyenes minden pontja a fékuszhoz van kizelebb, tehat belsé pont. Igy kézenfekvs, hogy a tengely ideélis pontjat
csatoljuk a parabolahoz. Az idedlis egyenes most a parabola érintGje lesz, mert a tengely idedlis pontja gorbepont, az
Osszes tObbi pontja a parabola szempontjabol kiils§ pont, hiszen minden egyenesen egy helytsl kezdve minden pont
d-hez van kozelebb.



*

Térjlink vissza most a hiperbolahoz. A 8. 4bra mutatja egy hiperbolapont és a hozza tartozo érinté megszerkesztését.
Legyenek most Fb-b6l a vezérkorhoz hiazhato érintSk érintési pontjai Gy és Hy. FoGh, ill. FoHy felez6 merdlegese
parhuzamos FyG1-gyel, ill. F} Hi-gyel. E felez6 merdlegesek atmennek a hiperbola O kézéppontjan, és FoGy és Fo Hy
a fekornek is érint6i; az érintési pontok legyenek G, ill H. Az OG és OH egyenesek minden kozonséges pontja kiilsé
pont, hiszen ha K ezen egyenesek egyikének pontja, akkor az F1G;K haromszogben két oldal kiilonbsége kisebb,
mint F1G; = 2a. Fy-nek ezen egyenesekre vonatkozo tengelyes tiikorképei a vezérkordn vannak, ezért OG és OH a
hiperbola két idealis pontjdhoz tartozo érints, a hiperbola két aszimptotaja. Az OGFy haromszoget a GOFy sz0g
felezGjére tiikkrozve OAC haromszoget kapjuk, A a hiperbola egyik tengelypontja, AC = b; OC = OF, = OF; = c.

Legyen most adva F}, F> és a két aszimptota — ezek egymas tengelyes tiikorképei F) Fa-re vonatkozodan.

9. dbra

A 9. abran Iy Fy felez6 merslegesén tetszolegesen felvéve a G pontot és megrajzolva a G kozépponta GFy = GFy
sugaru kort; ez az a; egyenest {41 és As; az as egyenest Ay és Ag pontokban metszi. Az A; Ay és OG metszéspontja
C; Ay A, felez6pontja R. 14. TETEL. Az A1 As egyenes az F1 RF> szdg felezdje.

Bizonyitds. Az allitas igazolasara elég belatni, hogy Fy RF>C' hurnégyszog. G rajta van A1OA, koriilirt korén,
mert G e haromszog kiilsé szogfelezGjének és A; As felezd merdlegesének metszéspontja. C e két kor hatvanyvonaldnak
pontja, tehat C-bél a G kozéppontt korhodz huzhatéd érinté hossza CO és C'G mértani kdzepe; és ezért CG atfogodja
annak a derékszogli haromszognek, amelynek egyik befogoja az érints, és ennek CG-re es6 vetiilete CO. Igy CG
Thalész-kore Fy és F» pontokban metszi az F F5 egyenest. Ezen a Thalész-koron R is rajta van, mert GRC'<t = 90°.
15. TETEL. R pontja annak a hiperbolinak, amelynek a fokuszai Fy, Fy, aszimptotdi ay, as, és igy valds féltengelye

ON = a, ahol N az Fy fokusz vetilete az a1 aszimptotdn.

Bizonyitds. A 9. dbran Fy-nek az A; As egyenesre vonatkozo tengelyes tiikorképe E, FoFE és A; Ay metszéspontja
M, ezért OM péarhuzamos Fy R-rel, és 20M = F1 E. Az éllités igazolaséara be kell latni, hogy OM = a.

Ha megmutatjuk, hogy NOM<« = 2z (x = M NFy<), akkor készen vagyunk, mert ONFo<t = 90°, igy = sz0g
érintG szaru keriileti szog, hiszen a 2z sz0g ekkor koézépponti szog.

Aj F» Thalész-korén rajta van az N és az M pont, igy M A1 Fo<t = As A1 Fo<t = = x; de AoGFo< = 2z, mert az
Ao Fy-hoz tartozo kozépponti szog.
CFy Thalész-korén van O és M, igy MOFy< = MCFy< = RCFy<« = = RGF><. Tekintve, hogy A:OGA;

hurnégyszog, GAs A1t = GOA; <.
A GRA; derékszogl haromszogben RGFo<t + GAa R+ 2x = 90°. Az O-nal levs derékszogbdl a két harom betis
sz0g megegyezik, igy NOM< = 2x. 16. TETEL. A hiperbola érintdjének az aszimptotik kézti szakaszdt az érintési

pont felezi.
A1 Ay-1r6l belattuk, hogy a hiperbola R pontbeli érintGje, mert az Fy RF, szog felezGje. 17. TETEL. A hiperbola



barmely szeldjén az aszimptotdk kézti szakasz felezdpontja egyben a szeldre esd hur felezdpontja.
A hiperbolanal és ellipszisnél a parhuzamos hurok felezépontjai egy, a kézépponton dtmend egyenesen vannak.
Igy az A;As-vel parhuzamos hurok felezGpontjai az OR egyenesre esnek. Ez stlyvonala azon haromszogeknek,
amelyeknek két oldala a két aszimptota, harmadik oldala pedig parhuzamos A; As-vel.
Ezzel az allitast arra az esetre igazoltuk, amikor a szel§ az egyik ag szelGje.

18. TETEL. Az A;OAy hdromszig teriilete dllandé — tehdt nem fiigg attol, hogy az Fy és Fa-n dtmend korok kozil
melyiket rajzoltuk meg.

1
t = EOAl - OAgsin2u = 0A; - OA, sinu cosu = ¢ sinu cosu = ab,

ahol u = FLOA ;<. 19. TETEL. Az A{OAy hdromszég a minimdlis teriiletd mindazon hdromszégek kézott, amelynek

két oldalegyenesé ay €s a2, a harmadik oldal pedig dtmegy az R ponton.

i

10. dbra

A 10. abran tekintsiik az OM N héaromszoget. Legyen M-nek R-re vonatkozo kbézéppontos tiikorképe L, ekkor az
OM N haromszog teriilete az Ao LN haromszog teriiletével nagyobb az O A; As haromszog teriileténél.

20. TETEL. Az R pontnak az aszimptotdktol mért tdvolsdgainak a szorzata dllando.
Jeloljiik R tavolsagat a;-t6l ri-gyel, as-t6l ro-vel. OR mint stlyvonal felezi az O A; Ay haromszog teriiletét:

OAq -1 = ab; OAs - ro = ab;

tehat
OA1 . OA2 *ry T = a2b2.
De
OAl . OA2 = OAl OA5 = C2,
igy
a’b?
T T = 02

A 11. abréan két, kozos aszimptotaju hiperbola fokuszai és tengelyei lathatok ugy, hogy a két-két fokusz tavolsaga
ugyanaz. A két aszimptota a téglalapot 4, egyenként ab teriileti haromszogre bontotta.

)

G ~(C;

C C

aa

11. dbra



Tekintsiik azokat a pontokat, amelyeken &t hizhaté egyenesekkel minimalis ab teriiletd haromszdgek alakithatok
ki a két aszimptotaval mint oldallal. Az elbbiek alapjan két ilyen hiperbolat kapunk. Az egyiknek Fy és F5 lesz a két
fokusza, A és B a két tengelypontja; a masiknak F3 és Fy a két fokusza, D és E a két tengelypontja. E két hiperbolat
egyméashoz képest konjugaltnak nevezziik.

12. dbra

A 12. abran az A1OA; és az A1OA4 teriilet egyenls, igy Ro a konjugdalt hiperbola egy pontja: OR; és ORy két
konjugélt félatmeérd.

*

Apollonius tételei: A konjugalt félatmérsk altal kifeszitett paralelogramma teriilete &lland6. OR; A1 Ry teriilete
egyenls az A1 0 A, teriilettel.
A konjugalt felatmérsk négyzetének kiilonbsége konstans.

ORy +OHy = OAy;  ORy+ORy = OR, — ORz = OAs.

A két vektoregyenlet skalaris szorzata:
—
O—}% - O—}% = Ojl -OAy = % cos2u = c*(cos® u — sin® u) = a? — b,
*

Hatra van még a 17. TETEL igazolasa arra az esetre, amikor a szel6 egyik metszéspontja az egyik dgon, masik
metszéspontja a masik dgon van. Tekintsiik ekkor az A; A4 egyenessel parhuzamos szelGket, ezeknek a felez6pontjai az
OR; egyenesen lesznek (12. dbra). Az ORs egyenes azonban stlyvonala mindazon hiromszogeknek, amelyeknek két
oldalegyenese a két aszimptota, harmadik oldala pedig parhuzamos A; A4-gyel.

*

A bebizonyitott allitdsokbol kévetkezik, hogy a hiperbolara a szokisos — fokalis — definicidja helyett adhatok vele
ekvivalens mas definiciok is:

Adott egy 2a, 2b oldalu téglalap és az atlok egyik szogfelezGje. A hiperbola azon pontok halmaza abban a két
szogtartomanyban, amelyiket a szogfelezs felez, amely pontokon at hizott egyenesek az &tlokkal minimalis ab teriiletd
haromszdgeket hataroznak meg.

A hiperbola azon pontok halmaza abban a két szogtartomanyban, amelyet a szogfelezd felez, amelyeknek a két
272

atlotol valo tavolsdganak szorzata ——, ahol ¢ a téglalap félatlojanak hossza.
c



