I. rész
Neéhany bevezetd tétel

1. TETEL. Ha van négy egyenes, amely négy hdromszioget alkot, akkor a hdromszogek korilirt koreinek van kézos
pontja.

1. dbra

Bizonyitds. Az 1. abra 4 egyenese az ABG, EDG, AEC, BDC haromszogeket hatarozza meg. ElGszor megrajzoltuk
az ABG és DEG haromszogek koriilirt koreit. E két kornek G kozos pontja. Ha G volna az egyetlen kozos pont, akkor
a két kor egymést G-ben érintené, igy G lenne e két kor kiilsé hasonlosagi pontja, tehdat ED és AB péarhuzamos lenne,
ellentétben a feltétellel. Igy a két kornek G-n kiviil van még egy kozos pontja, F.

Megmutatjuk, hogy F' rajta van az AEC és BDC haromszogek koriilirt korén is: FEC< = FED<g = FGD< =
FGB< = FAB< = FAC<. Igy A rajta van FC szakasz FEC szogt latokorén. FDC szog az FGED htrnégyszog
kiils6 szoge, FBC sz0g pedig az FGAB hurnégyszog kiils6 szoge, tehat FGE< = FGA< = FDC< = FBC<; igy D
és B rajta van az F'C szakasz FGE szogl latokorén.

*

Adott az ABC haromszog és sikjaban a P pont. Legyen A; a BC, By az AC, C; az AB egyenesnek az a pontja,
amelyre PB1C< = PA;C< = PC1A< = ¢ (2. abra).
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2. dbra

2. TETEL. A By, Cy, Ay pontok akkor és csakis akkor kollinedrisak, ha P rajta van ABC' hdromszog korilirt kérén.

Bizonyitds. A feltétel miatt PC By Ay és PBA1C) is hurnégyszog. Ezért B1CP<+ PA;B1< = 180°; PA1C1< =
PBC <. Ha B1A;Cy<t = 180°, akkor

PCA<« = PA,Ci<« = PBC,«, tehat PCAB harnégyszog. — Ha viszont PC AB hurnégyszog, akkor PCB1< =
PBCi« = PA101<I, tehat PA1Bi<+ C1 A1 P< = 1800, tehéat B, Al, (1 kollineéaris.

*

A 3. 4bran egy tetsz6leges ABC hegyesszogt haromszog lathatod és egy ugyancsak tetszéleges g egyenes, amelyik
a haromszog mindhérom oldalegyenesét metszi. A g egyenesnek a BC, C A, AB oldalegyenesekre vonatkozo tengelyes
tiikorképei rendre a ga, g», g egyenesek. Legyen A a gy, és g., tovabba B a g. és ga, végiil C a g, és g, metszéspontja.
Az abraval kapcsolatban néhany tételt mondunk ki és bizonyitunk be.



3. dbra

3. TETEL. Az ABC hdromszig hasonlé az ABC' hdromszog talpponti hdiromszégéhez és vele ellentétes koril jardsi.

Bizonyitds. A g. tekinthets a g, egyenesnek elGszor a BC, majd a BA egyenesre vonatkozo tengelyes tiikorképének.
De két tengelyes tiikrozés szorzata a metszéspont koriili, a tengelyek szogének kétszeresével torténd forgatast jelent,
tehat Q,BA<x = 2CBA< (ahol Q, a g és g, egyenesek metszéspontja), tehat ABC< = 180° — 23. Innen a tétel
kénnyen adodik.

4. TETEL. A BB, CC, AA egyenesek az ABC hdromszig belsé szogfelezdi.

Bizonyitds. Ha a B pontot mint a g, egyenes pontjat tekintjiik, akkor a fenti két tengelyes tiikrozés szorzata B-t
az E/ pontba viszi, igy BBE< = 23; vagyis — ha BD merdleges g.-re —, akkor BBD< = 8. Igy DBB< = 90° — f3;
tehat BB valoban szogfelezGje az ABC szognek.

5. TETEL. Az ABC hdromszog beirt kirének O kézéppontja rajta van az ABC' hdromszog kérilirt kérén.

Bizonyitds. A COA szog kiegészits szoge a CBO< = 90° — B-nak, ezért COA< = B; igy az ABOC négyszdg
valéban hiurnégyszog.

Ha egy a g-vel parhuzamos h egyenesnek tekintjiik a BC, C'A, AB oldal-egyenesre vonatkoz6 tengelyes tiikorképeit,
akkor e tiikdrképek parhuzamosak lesznek g megfelels tiikorképeivel, igy a B, Cp Ap, haromszog kézéppontosan hasonld
a BAC haromszoghoz. A BD egyenes h.-re is merdleges lesz, ezért a BB), és BB egyenesek egybeesnek. A parhuzamos
egyenesek altal létrehozott haromszogek kozos beirt kozéppontja O.

4. dbra

Kézenfekvs a kérdés: vannak-e olyan egyenesek, amelyeknek egy haromszog oldalegyeneseire vonatkozoé tengelyes
tiikorképei egy ponton mennek keresztiil? A 4. abran lathato P pont akkor lehet a harom tiikbregyenes metszéspontja,
ha P-nek a harom oldalegyenesre vonatkoz6 tengelyes tiikorképei: P,, P, P, kollinearisak. De P,, P,, P, akkor és
csak akkor kollineéris, ha T,, Ty, T, is az, ahol Ty, T, T, a PP,, PP, ill. PP, egyeneseknek a megfelel§ oldalakkal
valé metszéspontjai, hiszen P, P, || TpT,, PoP:. || TuTe. De a T,, Ty, T. pontok a 2. tétel alapjan akkor és csakis akkor
kollinearisak, ha P rajta van ABC' haromszog koriilirt kérén (most ¢ = 90°).

6. TETEL. A kérilirt kor minden P pontjdhoz tartozik pontosan egy olyan g egyenes, amelynek az oldalakra
vonatkozo tengelyes tikdorképei: gq, g, g. dtmennek a P ponton.

Bizonyitds. P-nek az oldalegyenesekre vonatkozé P,, Py, P,., tiikorképei egyértelmtien meghatarozottak, igy pon-
tosan egy ilyen egyenes létezik.



7. TETEL. A P kérilirt kéri ponthoz a 6. tételben megjeldlt g egyenes datmegy a hdromszég M magassdgpontjdn.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy Qp, M és Q. kollinearisak. AMQyM, deltoid, tehat QpMpA<t = AMQp<;
MAM_ Q. szintén deltoid, tehit AM.Q.< = Q.M A<; de MyAM_.P a feltétel szerint harnégyszog, igy QpMpA<t +
AM,Q.< = 180° = AMQy<t + Q.M A< (5. abra).

5. dbra

8. TETEL. Minden a magassigponton dtmend h egyeneshez tartozik a korilirt kérnek pontosan egy pontja gy,
hogy h-nak az oldalegyenesekre vonatkozd tengelyes tikirképei dtmennek ezen a ponton (6. abra).

6. dbra

Bizonyitds. Az el6bbi deltoidok most is megvannak, most AM Qp<t + Q.M A< = 180° = Qpy Mp A<t + AM.Q.<; igy
My AM P valéban htrnégyszog.

9. TETEL. Ha négy egyenes négy hdromsziget alkot, akkor a négy magassigpont egy egyenesen van.

Bizonyitds. Legyen az 1. abra GED haromszogének magassagpontja M1, a GAB haromszogé Ms, a CAFE harom-
szOgé Ms, a DBC haromszogé My. Tekintsiik az M; My egyenest. Legyen a 8. tétel alapjan az My M, egyeneshez
tartozo koriilirt kori pont F'. De az M7 Ms, illetve My My egyenesekhez is F' tartozik. A 6. tétel alapjan azonban F-hez
pontosan egy egyenes tartozhat, igy a négy magassagpont egy egyenesen van.

*

Az 1. abra AFE szakaszat at akarjuk vinni ugyanezen adbra BD szakaszaba, gy, hogy az A pont B-be, az F
pedig D helyére keriiljon. Legyen M a sik tetszGleges pontja. Forgassuk el M korill AGB szoggel az AE szakaszt.
Elforgatottja az Ay E; szakasz. Ez ugyanolyan hosszi, mint AF és parhuzamos BD-vel. Legyen N az A1 B és F1D
egyenesek metszéspontja. Ekkor az N kozéppontu, BD : AE aranyu kozéppontos hasonlosag A; F1-et BD-be viszi. —
Természetesen lehet elGszor a kdzéppontos hasonldsdgot alkalmazni: M hasonléségi kdzéppont és BD : AE arany az
AFE szakaszt a vele parhuzamos As Fo szakaszba viszi ugy, hogy AsFy és BD egyenlS hosszusaga szakaszok. Legyen



L az Ay B felez6 mer6legesének és FoD felezd merdlegesének metszéspontja. Most L koriili, AGB szogi forgatas As-t
B-be, Eo-t D-be viszi. Nyilvan L és N két kiilonboz6 pont. Igy tehat minden (M) forgaskdzépponthoz szerkeszthetd
egy (N) hasonlosagi kozéppont; és minden (M) hasonlésagi kozépponthoz szerkeszthets egy (L) forgaskozéppont agy,
hogy az els6 esetben egy AG B szogi forgatas és egy BD : AE aranyud kézéppontos hasonlosig, a masodik esetben egy
BD : AFE aranyu kozéppontos hasonlosag és egy AGB szogl forgatas szorzataként az AFE szakasz a BD szakaszba
megy at.

Kézenfekvs a kérdés: van-e a sikon olyan ) pont, amelyik nemcsak forgaskozéppont, hanem hasonlésagi kdzéppont
is, illetve olyan R pont, amely nemcsak hasonlésagi kozéppont, hanem forgaskdzéppont is.

10. TETEL. Egy hasonldsdgi transzformdcionak legfeljebb egy fix pontja lehet.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van két fix pont: @ és R. Ekkor a QR szakasz képe is QR, igy ebben az esetben az
ardny 1 és nem az elére megallapitott.

Ha tehat sikeriil olyan pontot talalni, amely egyszerre forgaskdzéppont és hasonlosagi kézéppont mindkét sorrend-
ben, akkor megtalaltuk a keresett @, illetve R pontot.

11. TETEL. Az 1. dbra F pontja egyszerre forgdskézéppont és hasonldsdgi kozéppont mindkét sorrendben.

Bizonyitds. a) AGD< = EFD< = AFB<. Tehat az F koriili, AGD szogi forgatas az E pontot az F'D egyenesre,
F5 pontjaba viszi, az A pontot pedig az F B egyenesére az Az pontba. Igy a forgatas utan AzFs = AFE és AsEs || BD.
Az A3 B és FE3D egyenesek metszéspontja éppen F, igy az F' kézépponta, BD : AsFE5 = BD : AFE aranyu kézéppontos
hasonlésag AFE-t BD-be viszi.

b) Alkalmazzunk el6szor egy F' kozéppontta, BD : AE aranyu kézéppontos hasonlosagot AE-re. Ez az A pontot az
F A egyenes A4 pontjaba, az E pontot az F'E egyenes E, pontjiba viszi ugy, hogy A4Es = BD és A4E, || AE. Igy az
F korili, AGD szogii forgas Fy-et a D, az As-et pedig a B pontba viszi.

F tehat annak a forgatva-nyujtasnak a kézéppontja, amely az AFE szakaszt a BD szakaszba viszi.

1. feladat. Mutassuk meg, hogy F' annak a forgatva-nydjtasnak is kdzéppontja, amelyik az AB szakaszt az ED
szakaszba viszi.

2. feladat. Mutassuk meg, hogy ha AB parhuzamos E D-vel, akkor G annak a forgatva-nyujtasnak a kézéppontja,
amelyik AE-t BD-be viszi.

3. feladat. Szerkesztendd négyszog, ha adott négy oldala és két szemben fekvd szogének Gsszege.

4. feladat. Igazoljuk, hogy egy négyszogben a szemben fekvs oldalak szorzatdnak Gsszege nem kisebb, mint az atlok
szorzata. Igazoljuk, hogy egyenl&ség akkor és csakis akkor all fenn, ha a négyszog hurnégyszog.

*

Osztoviszony, idedlis elemek

Legyen A, B, C harom, egy egyenesen levs pont, ekkor az (ABC') osztéviszony az 1@ : C@ aranyt jelenti. Vektorok
osztasat altaldban nem értelmezhetjiik, de egyallasu vektorok ardnyat igen, hiszen ezek egymasnak szamszorosai.
Az osztoviszony értelmezésébdl kovetkezik, hogy az osztoviszony pozitiv, ha C az AB szakaszon van, mégpedig az
osztoviszony szigorian monoton nd, ha C tart B felé. Az osztoviszony a B-n tili félegyenesen negativ, B kornyezetében
alulrol nem korlatos, a félegyenes minden pontjaban (—1)-nél kisebb. Az A-n tuli félegyenesen mindentitt —1 és 0 kozott
van. Ha C barmelyik félegyenesen ,elég tavol” van, akkor a —1 el6re meghatarozott kornyezetébe esik az osztoviszony.
Ezért célszerii az egyenest egyide alis ponttal kiegésziteni igy, hogy az egyenes idedlis pontjara legyen
az osztéviszony értéke —1. Parhuzamos egyenesekhez kozos idedlis pontot célszerd rendelni, és igy a sik barmilyen
két egyenesének lesz pontosan egy kozos pontja. Kiilonbozs allasi egyenesekhez kiilonbozs idedlis pontot rendeliink.
(Ellenkez6 esetben ugyanis két kiilonb6z6 allast egyenesnek két kozos pontja lenne: metszéspontjuk és ideélis pontjuk.)

Két kiilonboz6 idealis ponthoz az Sket 6sszekotd egyenest kell rendelniink. Ennek az egyenesnek kézonséges pontja
nem lehet, mert egy kdzonséges pont és egy idedlis pont meghataroz egy kozonséges egyenest, kozonséges egyeneshez
pedig pontosan egy idedalis pontot rendeltiink. Két idealis pontot 0sszekots egyenesnek minden pontja idealis pont, igy
ez azegyenesidedlis egyenes.

A sikhoz egyetlen ideédlis egyenest célszertd rendelni. Ha ugyanis volna olyan idedlis pont, amelyik nincs rajta az
idealis egyenesen, akkor ez a pont és az idedlis egyenes egy rogzitett pontja meghatarozna egy masodik idedlis egyenest,
és ekkor volna olyan kozonséges egyenes, amelyik mindkét idedlis egyenest metszené, tehat volna kézonséges egyenes
két idealis ponttal.



