Ldncszeri, térbeli logikai és tirelemjdtékok vizsgdlata

Az alcimben szerepld, kicsit hosszi elnevezés azoknak a jatékoknak Osszefoglald neve, melyek azonos elemekbdl,
f6leg kockakbol vagy maéas egyszeri téridomokbol allnak, és az elemek | lancszertien” — egy gumiszal vagy valamilyen
mas Osszekdtés segitségével — kapcsolddnak egymashoz.

A legegyszeriibb lancolatok elemei nemcsak kiilsGleg azonosak, hanem ezek belss szerkezete és az egymashoz vald
kapcsolédasuk modja is megegyezik. J6 példa erre egy 1971-ben, Finnorszagban szabadalmaztatott jaték, amely kis
atmérdji hengerbdl vagy szabalyos sokszog alapti hasabbdl szarmaztathat6 oly médon, hogy hossztengelyére valtakozo
irdnyu ferde szogben azonos nagysagu elemeket metsziink le bel6le. A jatékot a henger hossztengelyében vezetett fonal
tartja Ossze (1. abra). A jatékot gyerekeknek széntak, akik élvezik a vonalvezetés valtozatossagat, alakithatosagat.
Valamilyen korabeli nyaklanc, vagy Thiiringia vidékén az 1700-as évekbdl ismert, izelt darabokbdl allo, hajlékony
szalagra ragasztott sarkany- vagy kigyofigura volt a jaték Gse.
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1. dbra

Hasonloan egyszerd felépitési, de konstrukciojaban atgondoltabb, absztraktabb Rubik Erné biivos kigyoja is.
Ebben is azonos minden elem: olyan egyenl6 szarta derékszogi haromszog alapt hasab, amelynek magassaga megegyezik
a haromszog szarainak hosszaval. Igy az elemeknek két-két, egymassal derékszoget bezard négyzetes oldallapja van,
ezekkel illeszkednek egymashoz.

A kockakbol val6 épitkezés elényeit Rubik ,A bilivos kocka” cimi konyvében Kockacsalad cimszo alatt részletesen
targyalja és megallapitja: ,, Csak a kockabol mint elembdl tudom onmagdt felépiteni, a tetraédert és az oktaédert csak
tetraéderbdl és oktaéderbdl (egyszerre mindkettébdl), a dodekaéder és az ikozaéder pedig nem bonthatd a szabdlyos
testek egyikére sem.” Ez csak olyan tipusd jatékoknal okozhat probléméat, mint a biivos kocka, ahol egyiitt marado,
de a metszési sikok mentén elforgathatd elemekbdl kell a szerkezetet kialakitani — bar itt sem mindig, hiszen létezik
bilivos tetraéder (PIRAMINX) és biivos dodekaéder is. A lancolatos kialakitdsoknal az alapelemek csak a megel6z6 és
a kovets elemmel kapcsolédnak (a végelemek értelemszertien csak ezek egyikével). Igy semmi akadélya sincs annak,
hogy tetraéderekbdl, oktaéderekbél vagy akar ikozaéderekbdl azonos elemekbdl all6 lancot hozzunk létre. Am ezekbdl a
lancokbol mar nem tudjuk felépiteni az alkotoé elemek megnagyobbitott méasat! Azonban, ahogyan kockakboél hasabokat,
vagy lépcsGs piramist készithetiink, ugyanigy mas alapelemekbdl is kialakithatok kiilonb6z6 sikbeli és térbeli alakzatok
vagy sematikus figurak. Ezek hajtogatasa, illetve Osszeforgatésa is tiirelmet, konstrukcids érzéket kivan.

Visszatérve a kockakbol 6sszeallitott lancra, valasszunk ki egy jol koriilhatarolt idomot, egy nagy (pl. 3 x 3 x 3-
as) kockat, mint Osszerakando6 célt. Homogén felfiizést (azonos kialakitasa) kockakbol nem tudjuk a nagy kockat
Osszeépiteni. Igy a lancban elhelyezkedd elemek kozott kell lennie egyenes elemnek, amelyben a felftizési ut a két
szemben fekvs lap kozéppontjan halad keresztiil, és kanyarelemnek is, amelyben a felfiizési ut két szomszédos, élben
talalkozo lapon halad at. A 2. dbra egy lancot szemléltet sikba kiteritett allapotban, amelyen egy egyenes elemet E-vel,
egy kanyar elemet K-val jeloltiink meg, és a két végelemet V-vel. Kialakithatunk zart hurkot is, természetesen ekkor
végelemrsl nem beszélhetiink.




3. dbra

Erdekes kialakitasu a svajci Naef cég altal forgalomba hozott jatéklanc, amelynek elemei egyszerre egyenes és
kanyarelemek is (3. abra). Az elemi kockak két szemkozti oldalan egy-egy, egymasra mersleges bemarast készitettek
oly modon, hogy a kocka kozéppontjan kis dtmend rés keletkezzék (un. kereszthasitékos megoldas). Mivel az Gsszefogd
szal rugalmas fonal vagy gumi, barmelyik kocka a szomszédos kocka més oldalaira is atpattinthato. Ez a kialakitas
szerkezetileg egyszerd, de a logikai jatéklehet&séget lesziikiti. Ha a hajtogatas soran egy egyenes elem helyett kanyarelem
kellene, akkor egyetlen mozdulattal (a probléma leegyszertsitésével) gyorsan célhoz érhetiink.

Korrekt feladatmegoldasra 0sztondz az 1962-ben az USA-ban piacra hozott ,,Block puzzle” nevi jaték. A jatékot
meghatarozott szamu egyenes és kanyarelembdl, adott sorrendben felftizve hoztak forgalomba. A feladat igy féleg
kezdetben érdekes, az els6 néhany Osszeallitdsig. A fix felftizés miatt a jaték megrongalasa nélkiil nincs mod arra, hogy
a kinalkoz6 nagyszamu Osszeépitési lehetGséget kihasznaljuk.

Az emlitett jatékoktol fiiggetleniil Magyarorszagon is sziiletett egy ROCK elnevezési lanc, amit ,,Poly-chain” néven
mutattak be a niirnbergi jatékkiallitdson. A cikk tovabbi részében ezzel a jatékkal foglalkozunk.

A ROCK

Elvileg alkalmas a teljes, matematikailag megoldhat6 feladathalmaz modellezésére. Kiilonleges kialakitasa, egy-
mashoz bepattintassal kapcsolhato egyenes, kanyar, és kétféle végeleme van (,apa”, illetve ,anya” végz6dést). Az
alapkeészletben 23 kanyarelem, 11 egyenes elem és 12 végelem van. Ez elegendd ahhoz, hogy maximalisan a 3 x 3 x 3-as
nagykockaig a kockacsalad valamennyi elemét az &sszes lehetséges modon Gsszerakhassuk.

Az oldhaté kapcsoloelemekbdl szarmazd elényok:

— Meghatarozott szamu kiskockat tartalmazo, adott elrendezésben felftizott jatéklancbol a nagykocka, vagy vala-
milyen hasab rakhato Ossze. Ismételt jatszas soran, miel6tt az Osszerakas rutinszertivé valna, az elemek felcserélésével
més sorrend, és igy masik jaték alakithato ki.

A jaték célja ezutan pl. ismét a nagykocka Osszedllitasa lehet, de most mar 4j kiindulési formaban.

— Uj jatéklanc hozhato létre azaltal is, hogy a lancolatot szétszedve, a tartalékelem készlet felhasznalasaval a benne
levs sarok- és kanyarelemek aranyéat valtoztatjuk meg. (Az G Osszetételd lancban is felcserélhetjiik, megvaltoztathatjuk
az elemek felftizési sorrendjét.)

— Az emlitett lehetGségek kihasznéldsa utan, ajabb elemek hozzdadasaval (t6bb alapkészletbdl) egy nagyobb kocka
osszeallitasa lehet a cél. Igy pl. a 3 x 3 x 3-as nagykocka minden elképzelt és megvalésithato lehetGségeinek végigjatszasa



utdn egy 4 x 4 x 4 vagy 5 x 5 x 5-0s kocka kialakitasat célozhatjuk meg. Gyakorlatban az 5 x 5 x 5-0s kocka mar-mér
»,megoldhatatlan” feladat.

— A lanc végtelenitése tovabb nehezitheti a jatékot.

— A jaték nehézségi foka széles hatarok kozott valtozik. Vannak énmaguktol adodo, trividlis megoldéasok, pl. a
3 X 3 x 3-as kockanal rovid id6 alatt leporellds, konyvszertien 6sszehajthatd a kévetkezs lanc:

V-E-K-K-E-K-K-E-K-K-E-K-K-E-K-K-E-K-K-E-K-K-E-K-K-E-V

De van olyan lanc is, melyb6l mar igen nehéz kockat kirakni.

— A megbonthat6 és ujra Osszerakhato konstrukeio tovabbi el6nye, hogy bepattintott allapotban minden csatlako-
zasnal konnyen forgathatd, hajtogathaté anélkiil, hogy a lanc elszakadna — ez a jatékost a szabalyszerd hasznalatra
0sztonzi.

Feladatul nem csak a kockat, hanem a kockacsalad mas tagjait is kiszemelhetjiikk. Az egydimenzios novekedést
egyenes elemekkel érhetjiik el. A kétdimenzios feladatok méar nem trivialisak. Mivel az alapkészletben 36 elem van,
kittizhetd az Gsszes olyan téglalap Osszerakisa, melyek oldalainak szorzata legfeljebb 36 (pl. 2 x 18,3 x 12,4 %9, 6 x 6).

Adott lancelrendezés mellett a haromdimenzids téglatestek koziil csak nagyon kevés a megvalosithato, ezek is f6leg
kis elemszam esetén. A lehetséges téglatestek szama 15. (Az 1-t6l 36-ig tartd szdmsor tagjait harom 1-nél nagyobb
egész szam szorzataként ennyiféleképpen lehet felbontani, pl. a 36-ot 2 X 2 x 9; 2 x 3 x 6; 3 x 3 x 4 alakban.)

Joggal meriilhet fel a kérdés, hogy az alapkészletben miért van sziikség 23 kanyar- és 11 egyenes elemre, mikor csak a
27 elembdl all6 kockét kivanjuk 6sszedllitani? D. Singmaster londoni matematikus kezdte vizsgalni az Gsszeépitési lehe-
toségeket, az egyenes és kanyarelemek lehetséges szamat és egymashoz viszonyitott elhelyezkedésiiket. Megallapitasaira
tamaszkodunk a tovabbi elemzésben.

Megvizsgaljuk, hany egyenes elemet tudunk a kiilonb6z6 6sszeépitést lancokban gy elhelyezni, hogy a 3 x 3 x 3-as
kocka még Osszehajtogathato legyen. Mivel a végelemeket semlegesnek tekintjiik, az egyenes (F) és a kanyarelemek
(K) szama:

E+ K =25.
Vilagos, hogy két egyenes elem nem allhat egymas utan, mert ez 4 egységhosszt jelentene, ami meghaladna a kockaél
méretét. Ezért legfeljebb 13 egyenes elem lehet a lancban és az is csak a kdvetkezéképpen:

V-E-K-E-K-E-K-E-K-E-K-E-K-E-K-E-K-E-K-E-K-E-K-E-K-E-V

Ebben az esetben az egyenes elemeknek élkézép helyen kellene allniuk, a K elemeket és a végelemeket csak a kocka
sarkaiban helyezhetnénk el, azaz 8 sarokba 14 elemet. Ez lehetetlen.
Csokkentsiik tehat az egyenes elemek szamat:

E=12 é K =13.

Tovabbra is fennall az a feltétel, hogy egyméas utan 2 egyenes elem nem &llhat. Mivel az egyenes elemek szamat eggyel
csokkentettiik és a kanyarelemekét eggyel noveltiik, két olyan kanyarelemiink keletkezett, amelyeknél a lancot ugy
hajlithatjuk, hogy az lapkdzépre, illetve kockakdzépre keriiljon. Igy két dupla (.. E K K E .. E K K E . .) vagy egy
tripla (.. £ K K K E . .) hajlitasra van lehet&ségiink.

A kockakozépre akar E-t akar K-t helyeziink, a tovabbvezetéshez és visszaforditashoz tobb K elemet kellene
felhasznalnunk, mint ami rendelkezésiinkre all. Tehat az F = 12 is lehetetlen.

Azt, hogy E =11, K = 14 esetben van olyan lanc, amibdl a kockat Ossze lehet illeszteni, egy példaval bizonyitjuk.
A 4. abra a lancot és az Osszeéllitas sorrendjét mutatja.




Ezek utan probaljuk meghatarozni az egyeneselemek szamanak minimumat.

Ha F = 0, azaz csak kanyarelemek vannak, akkor egy sarokpontrél csak tgy juthatunk el a kdvetkezd sarokpontig,
ha kozben legalabb egy lapk6zépen is dtmegyiink. A 3 x 3 x 3-as kockan Osszesen 14 sarok és lapkozéppont van, és
mivel minden sarok utan egy-egy lapkdzepet is érinteni kellene, igy legalabb 7 lapkozépponton kellene dtmenni, ami
lehetetlen.

Probalkozzunk az E = 1-gyel. Az egyenes elemet 2 sarokpont dsszekotésére kellene felhasznalnunk, mert kiilonben
a tovabbhaladas szempontjaboél két nélkiilozhetetlen lapkozepet vesztenénk el.

A megmarado6 tobbi sarokelem szomszédos a 6 db lapkozéppel. Minden sarok-lapkozép, illetve lapkozép—sarok
Osszekotés még egy élkockat is elfoglal, igy 12 4 1 élre lenne sziikség. Azaz F = 1 is lehetetlen.

5. dbra

Az E = 2 lehetGséget az 5. abra szemlélteti. A megoldas természetesen csak az egyik a lehetségesek kozil, a 2
egyenes elemet sokféleképpen lehet elhelyezni.

Példakkal bizonyithato, hogy az Eyin = 2 és az Epax = 11 kézott E' minden értéke lehetséges.

Rogzitett E értéknél az egyenes- és a sarokelemek elrendezésének szdma (figyelembe véve, hogy a végelemek nem

vesznek részt a szamitasban)

Ezek ko6zott vannak megoldhatatlanok. Més oldalrél vannak olyan lancok, amelyekkel a feladat tobbféleképpen,
tobbféle ttvonalon megoldhatd. A 6. dbra erre mutat példat, a lancban E = 3 egyenes elem van. (L. boritélapon)

6. dbra, a hdtso boritorol

Tovabbi lehetdségek

Eddig a kocka alaka alapelembdl allé jatéklancok szerkezeti viszonyait vizsgaltuk. Az elemi kockékat vagy azok
egy részét megfestve tovabbi lehetGségek adddnak. Bogndr INKA-kockdja a lancolt jatékok és Mac Mahonll szines
kockainak kombinaci6ja. A szerkezeti megoldas megengedi, hogy a kiskockak elemi kézéppont koriil kdrbe forduljanak
és igy ne mindig ugyanazokon az oldalfeliileteken kapcsoloédjanak. (Hasonloan az atpattintds lanchoz, bar ott ez nem

*Szazad eleji francia matematikus



valosul meg teljesen.) Ezaltal kiilonféle szimmetrikus, szines dbrak hozhatok létre. Az INKA jaték 8 db elemi kockat
hasznal fel lancahoz és ezeket szinezi ugy, hogy egy oldallapon tobb szin is talalhato.

Egyszertibb a szinezése a ,Rattlesnake” elnevezést, 27 elemd kockalancolatnak. Szerkezeti megoldasa: gumiszal
feszitési E — K univerzalis elemek. Az elemeket 6 szinnel festik be, és a cél egy olyan nagykocka Osszehajtogatasa,
melynek oldallapjai azonos szintiek.

Gyakori, hogy a kockalancok elemei koziil vagy a paros vagy paratlan elemeket a teljes feliiletiikon megszinezik.
Ezek ugyan nem valtoztatnak a feladatmegoldas nehézségén, csupan érdekes vizudalis hatast keltenek: az Osszehajtott
kocka oldallapjai sakktablaszertien vannak kiszinezve.

Végiil két feladatot tlziink ki:

1. Bizonyitsuk be, hogy a 2 x 2 x 2-es és a 4 x 4 x 4-es kocka lancolatos felépitése végtelenithets, mig a 3 x 3 x 3-asé
nem.

2. Lehet-e a lancolat kiindulépontja a 3 x 3 x 3-as kocka kdzepén?

A ROCK-jaték kapcsan még sok valaszra vard kérdés vethets fel. A szerzék orémmel vesznek minden véleményt
és természetesen a feladatok megoldasat is.



