Feladat: Egy A1 AsAs hdromszig nem egyenld szdri, oldalait jeldljik a1, a2, as-mal (a1 fekszik Aq-vel szemben).
Minden i-re (i = 1,2,3) M; az a; oldal felezépontja, T; az a pont, amelyben a beirt kor érinti a;-t és S; a T; pont
tikorképe az A;-hez tartozo belsd szdgfelezdre nézve. Bizonyitsuk be, hogy az M1S1, M2Sa, M3Ss egyenesek egy ponton
mennek dt.

Megoldas. Az a feltétel, hogy a A;AsAs haromszog nem egyenld szaru, biztositja, hogy a kérdéses egyenesek
léteznek és kiilonbozok. Tiikrozziik a haromszog a; oldalegyenesét az A; csiicsbol induld belss szogfelezdre. A kapott
b1 egyenes érinti a k beirt kort, mégpedig 77 pont tiikorképében, azaz Si-ben, tovabba érinti a haromszog a;-hez
hozzairt ki korét is (1. abra).

1. dbra

Tekintsiik az M; koézépponta, M1y = M;V; sugari korre vonatkozo inverzidt. Ez az inverzié helyben hagyja a &
és k; koroket, hiszen mindkett§ meréleges az inverzié alapkorére: a T, illetve Vi metszéspontokbol a kézéppontokba
mutaté sugarak merélegesek egymasra. Allitjuk, hogy a by egyenes inverze éppen a haromszog Feuerbach-kore. Ebbol
a feladat allitasa kovetkezik. Mivel by érinti k-t és ki-et is, azért by inverze érinti k-nak, valamint ki-nek inverzét,
kovetkezésképp

egy haromszog Feuerbach-kére érinti a hdromszég beirt korét, tovdbbd a hdrom hozzdirt kért is.

A beirt kor és a Feuerbach-kor érintési pontja inverz képe annak a pontnak, ahol by és k érinti egymast, vagyis az
S1 pontnak, és igy rajta van az M;57 egyenesen. Ugyanez az érintési pont rajta van az MsSs, M3S3 egyeneseken is, s
igy M1.51, M2Ss, M3Ss valoban egy ponton mennek at, ahogyan a feladat allitotta.

Annak igazolasa maradt még hatra, hogy by inverz képe a haromszog Feuerbach-kére. Mivel b; nem megy at az
inverzi6 kozéppontjan, Mi-en (as # as miatt), by inverze egy Mi-en atmend kor. S mivel az Ay As A3 haromszog
Feuerbach-kore az M; MyM3 kdzéphéaromszog koriilirt kore, elegends megmutatnunk, hogy My és Ms is rajta van by
inverz képén, azaz

M X - MyMy = MyY - MyMs = M, TZ,

ahol X, ill. Y az MjMs, ill. M1 M; félegyenesnek és a bi-nek metszéspontjai (2. abra). Mivel ATy = s — ay =
(a1 +as —a2)/2 és M1 Az = a1/2, azért
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P az A;1-bdl indulo belst szogfelezdnek és ai-nek a metszéspontja, tehat
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2. abra

Végiil a PX M, és PQ Az hasonl6é haromszogekbdl
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A PY M; és PRAs hasonlo haromszogekbdl pedig
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Ezzel a feladat allitasat belattuk, s azt is, hogy ez a k6z6s pont éppen a beirt kor és a Feuerbach-kor érintési pontja.

Feladat: Tekintsik a kévetkezd tulajdonsdgu valds (x,) szdmsorozatokat: xo =1, és i > 0 esetén 0 < z;11 < ;.
(a) Bizonyitandd, hogy minden ilyen sorozathoz van olyan n > 1, amelyre
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(b) Adjunk meg egy ilyen sorozatot, amelyre minden n esetén
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Megoldas. Legyen s = {zg, 21, ...} egy megfelels szamsorozat, és legyen
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Minden ilyen s sorozatra tekintsiik azt az s = {%0,y1, ...} sorozatot, amelyet az
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Osszefiiggés definial. Nyilvanval6an s ig megfelel§ sorozat, azaz yo =1 €és 0 < y;41 < y; az ¢ > 0 esetén, tovabba
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Belatjuk, hogy a feladat (a) allitdsa nemcsak 3,999-re, hanem minden 4-nél kisebb pozitiv a szamra teljesiil.
Valéban, tegyiik fel, hogy mégis volna olyan megfelel§ s szamsorozat, melyre minden n-re S,, < a teljesiil. Ekkor a
fent definialt s/ sorozat olyan, hogy minden n-re
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Az sM-bol ugyanilyen moédon képzett s sorozatra

s < (3

(k+1) sorozatot a fenti mintéra kapjuk az s sorozatbol, akkor minden n-re
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Indirekt feltevésiink szerint a < 4, tehat a/4 < 1, igy a jobb oldal elég nagy k-ra kisebb 1-nél. De ez lehetetlen, hiszen
ha st = {20, 21, - . .}, akkor példaul

s altaldban ha az s
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Ezzel a feladat (a) allitasat bebizonyitottuk.
Legyen most s = {xg,21,...} olyan megfelel§ sorozat, melyre S, < 4 minden n-re. Az el6bbieket a = 4-re

alkalmazva kapjuk, hogy az s'') sorozatra
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minden n-re. Az el6bb lattuk, hogy 4 — | 2— — | < 4 nem lehetséges, igy x1 csak 1/2 lehet. Ekkor az s sorozat
xy

tagjai rendre 1, 2x9, 2z3, .... Mivel az s sorozatra is igaz, hogy S,(ll) < 4 minden n-re, azért az s sorozat masodik

tagja, 2xq, csak 1/2 lehet. Ezért o = 1/4, és az s sorozatra, melynek tagjai igy 1, 4x3, 4xy, ..., 5’7(12) < 4 teljesiil

minden n-re. Ezt folytatva kapjuk, hogy ha van olyan megfelels sorozat, mely teljesiti a feladat (b) részének feltételeit,
akkor az csak az 1, 1/2, 1/4, ..., 1/2" ... sorozat lehet, ez pedig kdnnyen lathatoan jo. Igy nemcsak megadtunk ilyen
sorozatot, hanem azt is bizonyitottuk, hogy csak egy ilyen van.



