Cél. A determinisztikus mozgastorvényeket megtestesité differencidlegyenletek azt igérik, hogy kiszamithato a
jOvG, azt egyértelmiien determinalja a jelen. A populacidbioldgia szaporodasi torvényét is ilyen differencialegyenlettel
modellezték. Ennek a torvénynek a matematikai vizsgalata azonban véaratlan és meglepé fordulatra vezetett, melynek
elemzése talnyulik a biolégidn, és az egész természet-leirasra vonatkozoan elgondolkodtatéd tanulsagot kindl.

Nyulak élnek egy szigeten. Egy nytlnak évente C kolyke van. Egy-egy év alatt az x(t) nyullétszam

dz

> _C

it~ "
értékkel valtozik. A differencidlegyenlet megoldasa

z(t) = z(0) - e,

(exponencialis szaporodas). A sziget azonban nem képes akirhany nyulat eltartani, hanem - mondjuk - csak 100
allatot. A telit6ds élettér a nyulakban kifejlédott genetikai program szerint a kolykok szamanak csokkenéséhez vezet.
2 populéciolétszam esetén az élettér (100 — z)/100 hanyada szabad, a kolykok szama ezzel lesz ardnyos:

100 — z(t)

cit)=C 00

ami a kovetkez6 differencialegyenletre vezet:

dx 100 —
) @~ ¢ o0
Ennek megoldasa
(t) = 100
eI A o

Ez a fiiggvény az x(0) = (1 + A)~1 értékrdl indul, és t — oo esetén novekvoleg az x(oo) = 100 hatéarértékhez simul. A
gorbét a populécidbiologidban logisztikus gorbeként ismerik.

De a nyulak nem tanultak integralszamitast. Az allatok az év bizonyos szakaszédban (vagy szakaszaiban) kolykedz-
nek, igy a populaciolétszam véges 1épésekben, generacidkban valtozik.

Jaték. Nyulak élnek egy szigeten. Egy nytlnak generacionként atlagosan K kolyke van. Igy a nyulpopulécié létsza-
méanak alakulasa évrél évre a kovetkezs Gsszefiiggéssel irhato le:

(2) Tpa1l = Tn + K - 2y,

A nyulpopulécio létszama tehat mértani sorozatként ,,robban fel” : ,, = z¢-(1+K)™. De a sziget nem képes akdrmennyi
nyulat eltartani, hordozokapacitasa legyen 100 nyul. Ha kevesebben vannak, szaporodnak. Ha tobben, éhen halnak. A
nyulak genetikai programja ezt figyelembe veszi, a kolykok szama a nyitva allo élettérrel aranyosan valtozik: tehét

K
(3) Tntl = T + 1—00(100 — Tp)Tp.

Induljunk zg = 2 nyullal. A jaték elején a jatékosok fogadjanak: mekkora legyen K, hogy a nytlnépesség a legha-
marabb elérje az x = 99 és 101 kozé es6 telitGdési értéket? (Javasoljuk, hogy a K = 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4
értékekkel probalkozzanak. Ezek ,kézenfekvs” értékek, hiszen egy nyudlparra vonatkozéan ezek adnak egész szami
kolykot.) Induljon el a szamolas! Minden versenyzd jegyezze fel, hogy hany nyul lesz az egymast kovets generaciokban!

Szdmoldgép. Programozhaté szamologéppel (PTK-1072, PTK-1050) kényelmesebb a jaték. A PTK 1072 gépen az
MO rekeszben lesz a mindenkori nyullétszam, M1-ben az évszam, M9-ben pedig a kolykok szaménak szazadrésze. LD!
A gép a kovetkezd évi nytlpopulacidt szamitja ki els6ként:

MRO + (MR9 + MRO = (100 — MRO0)) = MO,

majd M1-hez egyet hozzaad, végiil kiirja a nyullétszamot egészekben, s6t a tizedesponttdl jobbra az évek szamat is
feltiinteti:
1 FM+1 NRO F INT+(.01 *« MR1) = R/S GOTO 00

RUN! Evenkeénti szaporulat <100 az M9-be. Kezdeti nyullétszam: MO. Inditas: F FP 2, GOTO 00, R/S.

A PTK 1050 esetében a >+ statisztikal funkciot hasznaltuk fel az Osszegzésre és a Pause segitségével jelezziik ki az
évek szamat. Kezelése: RST, évenkénti szaporulat, R/S, majd az évek és a nyullétszam leolvasasa utan ajbol R/S stb.
formaélis szempontboél ez nem hiba, a program tovabb futna. Hogy ezt elkeriiljiik, a programba a kijelzés utan egy felté-
teles elagazést iktatunk, amely a negativ vagy 0 létszamu kisértetnépesség tovabbszaporitasira irdnyuléd torekvésiink
hiabavalosagara egy akasztofaval (PTK 1072) figyelmeztet. (A negativ szam logaritmusanak keresésekor jelentkezs,
gépbe épitett hibajelzést hasznaltuk fel.)



PTK 1050

00 = 10 STO 0 20 RCL 1 30 2nd x = ¢
01 1 11 2nd Fix 0 21 x 31 GTO 1
02 0 12 2nd Lbl 1 22 RCL 6 32 y*
03 0 13 1 23 = 33 1
04 = 14 0 24 2nd S+ 34 =
05 STO 6 15 0 25 2nd Pause
06 3 16 - 26 1
07 0 17 RCL 1 27 x=t
08 STO 1 18 = 28 RCL 1
09 CLR 19 x 29 R/S
PTK 1072
00 MR 10 ( 20 M 30 - 40 R/S
01 0 11 1 21 0 31 ( 41 -
02 + 12 0 22 1 32 . 42 1
03 ( 13 0 23 F 33 0 43 =
04 MR 14 - 24 M+ 34 1 44 SKIP
05 9 15 MR 25 1 35 x 45 GOTO
06 x 16 0- 26 MR 36 MR 46 0
07 MR 17 ) 27 0 37 1 47 0
08 0 18 ) 28 F 38 ) 48 LN
09 % 19 - 29 INT 39 =

Szdmitogép még gyorsabb, s6t a képernyére fel is rajzolja a nydlnépesség alakulésat.

10  PRINT "MEKKORA LEGYEN K";

20 INPUTK

30 CLS

40 LET X=2

50 FOR T=1TO 60

60 LET X=X+.01%K %X (100 — X)

70 IF X <0 THEN 120

80 PLOT T,X/4

90  PRINT AT 0,0;T; "GENERACIO TELT EL"
100 NEXT T

110 GOTO 10

120 PRINT AT 2,0; "KIHALTAK A NYULAK"
130 GOTO 10

A K értékét érdemes egymés utan a kovetkezGknek valasztani:

K=0,5,1, 1,5, 1,7, 1,99 konvergencia
K=22 24 bifurkacio
K=25 4-szeres bifurkacio
K =27 28, 2,99 kaosz
K =301 kihalas.
Matematika. Mennyi lehet
= 7
Pontosabban, van-e az
(4) Tn1 = (20)™

iteracios képlettel meghatarozott sorozatnak hatarértéke a n — oo esetén? Kalkulator és szamitogép egyarant mutatja,
hogy 1,4446 felett a sorozat divergal, az alatt pedig konvergal. Amint zy csokkenni kezd, mégpedig joval 1 ala, a
hatarértéket nem monoton kozeliti meg a sorozat, hanem oszcillacion at (csillapitott hatarciklus), de a hatéarérték
létezik. Erdekes és varatlan dolgot tapasztalunk azonban zy < 0,066 esetén. Nincs hatarérték, hanem elég sok lépés
utan az egymast kovets x,, értékek két szam, a és b kozott ugralnak (csillapitatlan hatérciklus) Ha zy — +0, akkor
a — 1 ésb — 0. A hatarérték eme villaszerd szétagazasat a ,,vezérls paraméter” (esetiinkben x( ) egy bizonyos értékétsl
kezdve, a villa latin nevérdl bifurkdcionak nevezik. A (4) sorozat az egyszeri bifurkacio tipikus példaja.

1 Ezzel a sorozattal foglalkozott a P. 270. Probléma, KOMAL, 57. kétet (1978), 153-155. oldal, 59. kétet (1979), 205-216. oldal.-Szerk.



A matematikusok - a strukturdk kialakuldsanak torvényei utédn kutatva - élénken érdeklédnek a sorozatok ilyen
viselkedése irant. Kiilonosen érdekes az

(5) Ynt1 =7 Yn (L —yn)

Osszefiiggéssel definialt sorozatok viselkedése: ezeknél végtelen sokszor tapasztalhatd Gjabb és Gjabb bifurkacio. Az (5)

egyenlet pedig az
1+ K

:CleOTy, r=14+K

az kapcsolatban van a mi nyulaink (3) egyenletévell A K = r — 1 vezérls paraméter K < 2 értékére a sorozat
konvergal. K, = 2 és Ky = v/6 kozt bifurkal: nagy n-ekre a sorozat tagjai két érték kozt ugralnak (egyszeres periodusi
csillapitatlan hatérciklus). Ky = v/6 értéknél ujabb bifurkacié torténik (kétszeres periodusu hatarciklus: ugralas 4
értek kozott), K3 = 2,564407 .. .-nél Gjabb bifurkacio torténik (harom kiilonbozs frekvenciaju hatéarciklus, ugralas
8 ertek kozott). Ky = 2,568799. .. felett 2 érték egyetlen hatarérték helyett, K5 = 2,569691 ... felett 2° érték,
Kg = 2,569891 ... felett 26 érték stb. Ezen tul azt mondhatjuk, hogy K, 1 = Koo — A/0" és K, = Koo — A/6" ! Kozt
2" érték kozt ugral a nyullétszam (esetiinkben A = 2,6326... és § = 4,6692...). Végil K., = 2,569945651 ... folott
végtelen sok érték kozt ugral a létszam, végtelen sok periddus van jelen egyszerre, ami a periodicitds megsziinését
jelenti. Ezt nevezik kdosznak.

Akik nem olvasnak matematikai folydiratokat, gyanutlanul szamolnak kalkulatoraikkal. A K = 3 vagy K = 4
érteket valasztok gySzelmét veszik biztosra. (Kiilonosen akkor, ha megtanitottak Gket az (1) egyenletet megold6 lo-
gisztikus gorbére. Minél nagyobb a K annal meredekebben kozeliti, annal hamarabb belesimul a megoldas az x = 100
hatarértékbe.) Mi azonban grafikusan is t4jékozédhatunk a megoldasuk jellege fel6l!

K
Rajzoljuk fel az y = x + maz(lOO — 2) parabolat! A parabola az = 0 és az x = 100(1 + K ') helyeken metszi az

z-tengelyt, nyilasa lefelé van, cstcsanak koordinatai = 50(1 + K1) és y = 25K (1 + K)?. Htzzuk meg az y = «
egyenest is! A két vonal az x =y = 0 és az x = y = 100 pontokban metszi egymast.

A populacio akkor allandé, ha z,+1 = z,,, azaz ha y = z. Ez megvalosulhat, ha = 0 (nincs nyul) vagy ha = = 100
(zérus novekedés a telitési értéken). Az iires sziget (x = 0) instabil megoldas, mar két nyual betelepitése (xg = 2) is
rohamosan szaporodé népességhez vezet.

~;0
A

Legyen els6ként K = 0,5. Jeloljiik be az xg pontot! Innen huizzunk fiiggélegest a paraboldhoz, a metszéspont legyen
Py. Ekkor P, ordinitaja ;. Hazzunk innen vizszintest az egyeneshez (Q1), ennek a pontnak az abszcisszaja x1. Igy
ha ebbdl huzunk fiiggblegest a paraboldhoz, megkapjuk az o ordindtaju P, pontot. P>-bdl menjiink vizszintesen az
egyeneshez (Q)2), e pont ordinataja xz2, de a felette levd P; parabolapont ordindtéja mar xs, és igy tovabb. A parabola
és az egyenes kozt fliggbleges-vizszintes cikk-cakkban haladva olyan pontsorozatot kapunk, melyek abszcisszaértékei az
egymaés utan kovetkezs évek nyullétszamat adjak. K = 0,5 esetén nyilvanvald, hogy ez a létszam az o, = 100 értékhez
konvergal, amint azt vartuk.



Ha ugyanezt a szerkesztést K = 2 esetén is elvégezziik, akkor a P, pontok mér nem monoton konvergalnak az
x =y = 100 megoldashoz, hanem tullének a célon. A tilszaporodast meredek visszaesés koveti. A populacié oszcillalni
kezd két stabil érték kozott. (A nyulaknal ez a jelenség kevésbé lép fel, de a foldmtivelSk jol ismerik a mezei pocokban
vagy a cserebogarban gazdag és szegény évek valtozasat.) A K = 2 koriil fellépd jelenség neve: hatarciklus.

k=3

/

L

I

K =~ 3 esetén még dramaibb a populaci6 sorsa. A P, pontok vadul ugralnak fel és le. Az is el6fordulhat, hogy = < 0
adodik (a populacié kihal). A matematikdban ezt a jelenséget nevezik kdosznak. (Az dnmaguk taplalékat letarolo
saskajarasok éhhalél-katasztrofairol mindnyéajan hallottunk.)

Tanulsdg. Végeredményben a K < 2 értéket valaszto didk nyer. K > 2 értékre a numerikus szamitds eredmé-
nye alapvetden kiilonbozik a differencialegyenlet-modell sima logisztikus gorbéjétsl. Mi lehet ennek az oka? Az (1)
differencidlegyenletet

100 — z(t)
100
alakba irva és a (3) iteracios képlettel osszehasonlitva lathato, hogy K = C - At. Ha At — 0, ha tehat x(¢) minden
pillanatban reagal az élettér telitettségére, a dx/dt szaporodasi sebességet az élettér pillanatnyilag érvényes (100 —
x)/100 telitettsége befolyasolja. Ilyen érzékeny (differencialt) modon siman elérhets a telitési érték.

Az allatok viszont véges At id6kozonként szaporodnak. Hogy a At idGszak végén hany kolyok lesz, azt a At idGszak
elején levs létszam szabja meg. Ha K = C - At torténetesen nagy szam (saskdk), akkor az x,, értéket kovets x,11
egyedszam mar tillé a célon, aminek a populéacié kaotikus viselkedése lesz az eredménye.

Hasonlo jelenség a matematikaban és a természetben gyakran el6fordul. A tanulsdgok innen is kézenfekvdk:

z(t + At) = z(t) + C - At - z(t)

a) Differencidlegyenlet (pl. a Newton-féle mozgasegyenlet) numerikus megoldasanal tulsdgosan nagy At lépések
hamis eredményre vezethetnek.

b) Erés iitemt mozgas, szaporodas, fejlédés csak akkor engedhets meg (pl. populaciodinamikaban vagy kozgazdasag-
tanban), ha a mindenkori hordozoképességet rovid idSkozonként, szinte pillanatrol pillanatra érzékeljik, és reagalunk
ra. Hosszu reakcioids és durvan nagy reakcidvalasz kdoszhoz vezethet.

¢) Ha hosszi a At reakcioidénk (pl. az autovezetd alkoholt fogyasztott), akkor egy kozlekedési helyzetre olyan
sokara fogunk reagalni, hogy az addigra egészen mas lesz. Az eredmény: karambol. Ha valaki At-t nagyra valasztja,
akkor C-nek kell kicsinek lennie, mert csak igy biztosithaté K = C'- At < 2. Aut6 helyett ajanlatosabb gyalog menni !

d) Az élet t6bbi teriiletére vonatkozo tanulsagot mindenki maga fogalmazhatja meg.
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