Az 1983. évi
Arany Daniel Matematikai Tanul6verseny feladatai

Kezddk (legfeljebb I. osztalyosok)
L. fordulo

1. Ot gyerek az alabbi kijelentéseket teszi:

Emil: Fiatestvérem hegediil.

Anna: Pontosan két testvérem van.

Feri: Nincs fiatestvérem.

Lili:  Fiutestvérem els6 az osztalyban.

Peti: Leanytestvérem szereti a matematikat.

Feltéve, hogy mindenki igazat mondott, és az allitdsok az 0t gyerekre vonatkoznak, allapitsuk meg, hogy koziiliik
kik testvérek! (6 pont)

2. Melyek azok az egész szdmok, melyekre teljesiil, hogy
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(6 pont)
3. Mennyi maradékot kapunk, ha 7'983-at 8-cal elosztjuk? (6 pont)

4. Keressiik meg az Osszes olyan természetes szamot, amely a tizes szdmrendszerben négyjegyd, jegyei rendre a, b,
¢, d (a #0), tovabba a + ¢ = b, b = d*, 3ab — cd = ad. (8 pont)

5. Egy vastutallomasrol délel6tt pontosan valahany ora valahdny (egész) perckor elindul egy vonat. 8 km megtétele
utdn a mozdonyvezeté az Ordjara néz és azt veszi észre, hogy a nagy- és kismutatd éppen fedi egymaéast. A vonat
atlagsebessége 33 km/ora volt. Mikor indult el a vonat az alloméasrol? (8 pont)

6. Az ABC hegyesszogl haromszogben AC' # AB. A haromszog M magassagpontjat kossiik 6ssze a BC' oldal

F felez6pontjaval. Az M F egyenes messe a haromszog koriilirt korét a D és B pontokban. Bizonyitsuk be, hogy az
ADM, illetve, AEM szogek egyike mindig derékszog. (8 pont)

7. Az AB szakasz mint atmérg folé irt félkoriven jeloljlink ki egy C és egy D pontot ugy, hogy az A, B, C, D
pontok kiilonbozdek legyenek és a sorrendjiik a koriven A, D, C, B. Az AC és BD szakaszok metszéspontja legyen
M, a D, ill. C' pontban a korhoz htuzott érint6k metszéspontja pedig N. Bizonyitsuk be, hogy az M és N pontokat
Osszekots egyenes merdleges az AB szakaszra. (10 pont)

8. Egy szabalyos 0tszog alakt papirlapot két hatarpontjat 0sszekots egyenes mentén Osszehajtunk, és az egymasra

borul6 részeket Gsszeragasztjuk. Mutassuk meg, hogy az igy keletkezd papirlap keriilete legfeljebb akkora, mint az
eredeti volt. (10 pont)

II. fordulo

Az dltaldnos tantervi osztdlyok feladatai
1. Adjuk meg az Gsszes olyan x valos szamot, melyre

1= 1]
[z] =[]
(Ha y valos szam, akkor [y] az a legnagyobb egész szdm, amely y-nal nem nagyobb.)

2. Szerkessziink haromszoget, ha ismert egyik oldalanak egyenese és a masik két oldalhoz tartozd magassagok
talppontjai. Elemezziik a kiilonb6z6 eseteket!

3. Keressiik meg az Gsszes olyan természetes szamot, amely a tizes szamrendszerben négyjegyt, jegyei rendre a, b,
¢, d (a # 0), tovabba

a®> +b? =16c+2d — 52, ¢ +d* =2a+ 16b — 73.
A szakkdzépiskoldsok feladatai

1. Legyen n 2-nél nagyobb természetes szam. Hatarozzuk meg a
K=n5—5n+4n+7

szam utolso jegyét.
2. Megegyezik az altalanos tantervi osztalyok 1. feladataval.
3. Megegyezik az altalanos tantervi osztalyok 2. feladataval.



A matematika I1. tantervi osztdlyok feladatai

1. Hatarozzuk meg az a, b, c valés szdmokat ugy, hogy az
23 —ax? +bx —c= (x—a)(z —b)(z —c)

egyenldség minden = valos szam esetén teljesiiljon.

2. Egy egységnyi oldalu négyzetbe két korlemezt helyezziink el tgy, hogy ne legyen k6zos belsé pontjuk. Hogyan
valasszuk meg és helyezziik el Gket, hogy az Osszteriiletiik maximélis legyen, és ebben az esetben mekkora a két kor
teriiletének Osszege?

3. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan n > 1 természetes szamot, melyre 2" — 1 valamely természetes szam mésodik
vagy anndl nagyobb egész kitevGs hatvanyaval egyenls.

Haladdk (II. osztalyosok)
L. fordulo

1. Karcsi megfigyelte, hogy a magyar autok rendszamtablajan lathato négy szdmjegy kozott gyakran vannak
azonosak. Szerinte legalabb az autok felének ilyen a rendszama. Helyes-e az allitasa? (6 pont)

2. Milyen a valés szamra van megoldasa az alabbi egyenletnek?

|1 —|z|| =a—a?
6 pont
3. Hany olyan természetes szam van, melyet a kilences és a tizenegyes szimrendszerben felirva, egyarant haromjegy
szamokat kapunk? (6 pont)
4. Mutassuk meg, hogy 13" + 3 - 5"~ + 8 minden n pozitiv egész szamra oszthato 24-gyel! (6 pont)

5. Egy O kozéppontu kor keriiletén mozog egy P pont, melynek vetiilete a rogzitett AB atmérén P'. Az OP
sugarra mérjiik fel O-t6l az OQ = PP’ szakaszt. Milyen alakzatot alkotnak a @ pontok, ha P végigfut a koron? (8
pont)

6. Az ABC haromszog A-bol és B-bdl huzott belsé szogfelezsire C-bsl merSlegest allitottunk. Ezek talppontja Cq,
illetve C5. Legyen a haromszog beirt korének érintési pontja az AC oldalon D.
Bizonyitandé, hogy C1Cy = CD. (8 pont)

7. Adjuk meg az Gsszes olyan természetes szamot, amelynek pontosan 42 db pozitiv osztdja van és oszthato 42-vel!
(10 pont)

8. Bizonyitando, hogy ha egy konvex 11-szognek legalabb két szimmetriatengelye van, akkor szabalyos! (10 pont)
I1. fordulo
Az dltaldnos tantervi osztdlyok feladatai

1. Oldjuk meg a valoés szdmok korében a

Va2 +3ep+p2 — V2 +3yp+pP = —y
zy =p°

egyenletrendszert, ahol p adott valos szam!

2. Jelolje Ay, Ao, ..., Asg egy szabalyos 36-sz0g egymaés utani csucsait. Bizonyitsuk be, hogy az A; Ajg, AgA1o és
AggAss atlok egy ponton mennek at!

3. Az 1, 2, ..., 1983 szamokat valamilyen sorrendben felirtuk egymas utan. Ezutan valaki balrdl jobbra végignézi
az egymas utani szampéarokat (tehat elGszor az elss és masodik szambol all6 part, majd a masodik és harmadikbol allot
stb.), és ha a bal oldali a nagyobb, felcseréli a szamokat. Miutan végzett, jobbrol balra haladva hajtja végre ugyanexzt
az eljarast. (Tehat most elGszor az 1982. és 1983. helyen allo szamokat hasonlitja 6ssze, és cseréli fel, ha a bal oldali a
nagyobb.) A szazadik helyen all6 szam valamennyi cserénél a helyén maradt. Mi lehetett ez a szam?

A szakkdzépiskoldsok feladatai

1. Megegyezik az altalanos tantervd osztalyok 1. feladataval.

2. Adott az O; kozéppontu kp kor és a kdzéppontjan atmend e egyenes. Tekintsiik mindazon ko kordket, melyek az
O; ponton atmennek, kdzéppontjuk az e egyenesen van és kj-et két pontban metszik. Rajzoljuk meg e korok ki-gyel
val6 kozos érintéit!

Milyen alakzatot hataroznak meg az érint6k ko-n fekvs érintési pontjai, ha ko minden lehetséges helyzetet felvesz?



3. Adott egy szabalyos 45-sz0g. Lehetséges-e minden cstucshoz hozzarendelni a 0, 1, 2, ..., 9 szamjegyek vala-
melyikét gy, hogy barmely kiilonb6z6 jegyekbdl allo szampér eldforduljon a 45-sz6g egy megfelel6 oldalanak két
végpontjaként?

A matematika II. tantervi osztdlyok feladatai

1. Legaldbb hany szamot kell elhagyni az 1, 2, ..., 1983 halmazbdl, ha azt szeretnénk, hogy a maradékban egyik
szam se legyen masik kettd szorzata?
2. Megegyezik az altalanos tantervi osztalyok 2. feladataval.

3. Bizonyitsuk be, hogy n = 1983 esetén igaz az alabbi allitads: Az 1, 2, ..., n+ 1 szamok koziil ki lehet valasztani
egy kiilonb6z6 szamokbol all6 a1, ase, ..., a, sorozatot Ggy, hogy az
la1 — a2, |az — asl, ... |an—1 — an|, lan — a1

szamok mind kiilonb6z6ek. Mi a helyzet n = 1982-re?



