Szabalyos toroidok

Mint ismeretes, a szabalyos poliéderek minden cstcsaba ugyanannyi él fut be, és minden lapjanak ugyanannyi éle
van. Egy poliéder topoldgiailag szabdlyos, ha a fenti kikdtéseket nem szigoritjuk tovabbi (pl. az élek és lapok szbgeire
vonatkozo) kikGtéssel. Ebben a cikkben ilyen poliéderekkel fogunk megismerkedni, el6bb azonban attekintiink néhany,
a poliéderekkel kapcsolatos fogalmat és egyszertibb Gsszefiiggést.

Egy poliéder kdzonséges, ha a poliédertest barmely két pontja dsszekdthetd olyan térottvonallal, amely nem metszi
a poliéder feliiletét, tovabba minden csicsanél a cstcsot tartalmazéd lapok egy ciklust alkotnak ugy, hogy a ciklus
szomszédos tagjai a szomszédos — kozos éllel rendelkezs — lapok. A kozonséges poliéder minden éle pontosan két lap
hataran van.

Egy poliéder egyszeri, ha kozonséges, topologiailag gombszerd, azaz folytonos deformalassal gombbé alakithato,
lapjai pedig egyszerd sokszogek. L Pl. a konvex poliéderek egyszertiek, de nem kell minden egyszerd poliédernek
feltétleniil konvexnek lennie. Az egyszerd poliéderek kérében érvényes az Euler—féle

(1) L+C—-E=2

Osszefiigges, ahol L a lapok, C' a csicsok, F az élek szamat jeloli.

Az Osszefiiggés alkalmazasaval kdnnyen belathato, hogy csak 6t ,,topologiailag” szabalyos, egyszert poliéder létezik,
és ezek mindegyike realizalhato tgy, hogy lapjai és testszogletei szabélyosak és egybevagok legyenek. Igy jutunk az
ismert 0t szabélyos egyszerd poliéderhez.

Nevezziik toroidnak a topologiailag torusszert, azaz folytonos deformalassal torussza (korgytri—feliiletté) alakit-
hato, egyszert sokszogekkel hatarolt kdzonséges poliédereket. Az igy értelmezett toroidokra az Euler—féle 6sszefiiggés
igy modosul:

2) L+C—-E=0.

(Altalanosabb értelmezését is adhattuk volna a toroidoknak, toroidnak nevezve minden olyan kbzonséges, de nem
egyszeri poliédert, amelynek a feliilete Osszefliggs. Erre az altalanositasra most nem lesz sziikségiink.)

Egy — a sziikebb értelemben vett — toroidot nevezziink szabdlyosnak, ha minden csiicsdba ugyanannyi él fut be, és
minden lapjanak ugyanannyi éle van.

A toroidokat vizsgélva nem reménykedhetiink abban, hogy a lapok, ill. testszogletek mind szabélyosak és egybe-
vagok lesznek, igy a ,,szabalyos” jelz itt nyilvanvaloéan topolégiai tulajdonsag.

Ismerkedjiink meg a szabéalyos toroidok néhany érdekes képviselGjével!

1. Legyen egy szabélyos toroid minden lapjanak a éle, és minden csicsaba fusson be b él. Az L-a és C - b szorzatok
egyarant az élek szdmanak a kétszeresét adjak, mivel minden él pontosan két lapra és két csicsra illeszkedik. Ezek,
valamint a toroidokra érvényes Euler—féle (2) Gsszefiiggés alapjan kapjuk, hogy
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ebbdl pedig E > —O-t kihasznélva az
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diofantoszi egyenlethez jutunk. Az egyenletet csak harom olyan — egész szamokbol allo — (a, b) szampar elégiti ki,
amely eleget tesz az a > 3 és b > 3 feltételnek. Eszerint a szabalyos toroidok — az egy lapra, ill. cstcsra illeszkeds élek
szama szerint osztalyozva — harom osztalyba sorolhatok:

S1 osztily: a = 3, b = 6;

So osztily: a =4, b = 4;

S3 osztaly: a =6, b= 3.

Mint ismeretes, a sikot egybevagd szabalyos sokszogekkel hézagmentesen csak harom moédon lehet lefedni: a sza-
balyos haromszogekkel, négyzetekkel és a szabalyos hatszogekkel. (Minden élnek pontosan két lap hataran kell lennie.
Ezt a kikotést elmulasztva a haromszogekkel és a négyzetekkel valo lefedés nem egyértelmd.)

A harom parkettazas topologiailag éppen az elézé harom esetnek felel meg. Ha egy ilyen kiparkettazott sikbol
kiragadunk egy ,elég nagy” téglalapot, és Osszeragasztjuk a szemben levs éleit, akkor egy olyan toéruszra rajzolt
térképhez jutunk, amely topologiailag szabélyos. (Valoban: egy téglalap két szemben levs élét Osszeragasztva egy
hengerpalastot kapunk, ebbdl pedig a méasik két — most mar kor alakt — él Osszeragasztasaval toruszt.) Ha az igy kapott
toruszra rajzolt szabalyos térképnek elég sok tartomanya van, akkor a siklapokkal valé realizalasnak nincs elvi akadalya.
Mondhatjuk tehat, hogy mindharom osztalyba végtelen sok szabélyos toroid tartozik. Erdekes kérdés azonban, hogy
legkevesebb hany lapra, ill. csticsra van sziikség az egyes osztalyokba tartozé szabélyos toroidok elgallitasahoz, esetleg
szigoritva a kikotést azzal, hogy a toroid lapjai — vagy testszogletei — az egybevagédsag szempontjabol minél kevesebb
osztalyt alkossanak.

!Lasd Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba, 26-28. old.
Lasd i. m. 202-207. oldal.



2. Az S; osztalyba tartozé minimalis lap- (és cstics-) szamt szabélyos toroid a KOMAL 1982. novemberi szaméaban
bemutatott, atlé nélkiili — un. Csdszdr—féle — poliéder. (KOMAL 1982. 65. kitet, 3—4. szam, 154-155. oldal.) Valoban,
egy Sp osztalybeli szabalyos toroidnak minden csticsaba hat él fut be, igy legaldbb hét csiicsa van. Ez pedig éppen egy
hét csucsu toroid. (Belathato, hogy hétnél kevesebb cstcst toroid egyaltalan nem létezhet.)

Az emlitett cikkben k6zolt adatok alapjan épitett toroid (nevezziik ezt Ci-nek) — mint a szerz6 is emliti — eléggé
yzsufoltnak” tiinik. Van olyan lapszoge is, amely tobb, mint 355%-0s. Egy ,szellésebb” valtozat kereséséhez olyan
szamitoégépi programot készitettiink, amely a hét csics derékszogl koordinataiboél kiindulva el6szor ellenérzi, hogy
a hét pont altal meghatarozott poliéder nem Onatmetszé-e, majd kiszadmitja a poliéder éleinek hosszat, élszogeit és
lapszogeit. Az 1. tablazatban a poliéder harom valtozatanak az adatait kozoljiik. A C; poliéder adatai alig kiilénbdznek
az eredeti — Csaszar Akos altal kozolt — adatoktol.

A tablazatban — a kdnnyebb attekinthetGség érdekében — szamokkal jeloltiik a csiicsokat. A poliédert alkoto
haromszog-lapokat igy szamharmasok jelzik. A poliéder egyértelmi megadasdhoz nem elég megadnunk a hét csics

7
koordinatait, azt is tudnunk kell, hogy a hét pont altal meghatarozott ( 3) = 35 haromszog koziil melyik az a 14,

amely a poliéder feliiletét alkotja.

Megfigyelhetjiik, hogy mindharom véltozatban az 1. és 6., 2. és 5., valamint a 3. és 4. csiics egyméasnak a koordinata—
rendszer z tengelyére vonatkozo6 tiikorképei, igy a tablazatban egymaés ala irt lapparok egybevagéak. Ugyancsak egybe-
vagok az el6bbi csticsparokhoz tartozo testszogletek is. Igy az egybevagosag szempontjabol mindharom valtozat lapjai
hét, testszogletei négy osztalyba sorolhatok.

Az 1. tablazat adatait vizsgalva kittinik, hogy Ci-nek és Co-nek ugyanott vannak konkav lapszogei. A csicsok
folytonos mozgatasaval a két valtozat atviheté egymésba tgy, hogy ekozben soha ne legyen 6natmetszé a poliéder
felillete. A C5 valtozathoz a cstcsok alapos atrendezésével jutottunk, igy ez csak topoldgiai tulajdonsagaiban egyezik

meg az elézdkkel.

1. tdbldzat
Cl CQ CS
csics X Y Z X Y Z X Y Z
1. 3| -3 0 415 0| o -3 4 | 13v2/2
2. 3 3 2 0 8 0 12 0
3. 1 2 4 -1 2 11| 12 0] 12v2
4. -1] -2 4 1 -2 |11 | —12 0] 12v2
5. -3 -3 2 0 -8 | 4 0| —12 0
6. -3 3 0 —4V15 | 0] 0 3] —4|13v2/2
7. 0 0 14 0 0| 20 0 0| 26v2/3
Elek Elhossz | Lapszog | Elhossz | Lapszog | Elhossz Lapszog
(1-6) 8,49 129°31" | 30,98 | 126°52" | 10 76° &
(2-5) 8,49 321° 3 | 16 343°44" | 24 70°32
(3-4) 4,47 269°39’ 4,47 | 256°53" | 24 54°26
(2-4)=(5-3) 6,71 69° 2/ 12,25 69° &' 24 51° 3
(2-3)=(5-4) 3 218°40' 9,27 | 208°37 | 24 52°43'
(3-7)=(4-7) 10,25 268°23’ 9,27 | 279°25 12,89 340° &'
(2-7)=(5-7) 12,73 14°20" | 17,89 35°54" | 17,15 74°25'
(1-5)=(6-2) 6,32 93°53' 17,89 90° 18,69 339°19
(1-2)=(6-5) 6,32 58°34’ 17,89 67° 6’ 12,55 156°51'
(1-4)=(6-3) 574 | 355°21" | 18,3 343°23" | 12,55 204°28'
(1-3)=(6-4) 6,71 51°27' 19,92 57° 6 17,36 41°40'
(1-7)=(6-7) 14,63 81°18' 25,3 56°50’ 5,86 243°30’
A poliéder lapjai:
(1-6-2) (1-4-2) (2-4-5) (1-3-4) (1-5-7) (5-4-7) (4-6-7)
(6-1-5) (6-3-5) (5-3-2) (6-4-3) (6-2-7) (2-3-7) (3-1-7)

A O valtozat (1. dbra) valoban némiképp szellGsebb C1-nél, lapjai k6z6tt tobb specidlis akad. Pl. C1-nek a legkisebb
élszoge a 2 — 7 — 3 szog alig tobb 8°-nal. Ca-ben ezt az élszdgek szempontjabol kritikus (2 3 7) haromszoget sikeriilt
egyenls szaruva alakitani, amelynek az alapon fekvs szogei tobb, mint 15°-osak. Ca-ben az (1 6 2) egyenld szaru
haromszog csucsszoge 120°, az (1 5 7) haromszog pedig egyenls szart, derékszogu.

3Csaszar: A polyhedron without diagonals, Acta Sci Math. Universitatis Szegediensis 13. (|949-50., 140-142.). A Co valtozat ebbél a
cstcsok koordinatdinak ,,finom” valtoztatasaval alakithatd ki, a C3 valtozat ezektdl lényegesen kiilonbozik.



1. dbra

A (s toroid adatait ugy valasztottuk, hogy az 1, 6, 3, 4 csucsok tetraédert alkossanak. Itt a konstrukcié szempontjabol
az (1 2 4) haromszog , kritikus”. A (25) csucspar alkalmas megvalasztasaval elértiik, hogy ez a haromszog egyenls szara
legyen, és az alapon fekvs szogei tobb, mint 17°-osak.

Felvethet§ a kérdés, hogy a koordinatdk valtoztatadsaval vagy atrendezésével kaphatunk-e ezeknél lényegesen ,,
szellGsebb”, atl6 nélkiili toroidot.

3. A szabalyos toroidok Sy osztalyaba azok a torusszert kozonséges poliéderek tartoznak, melyeknek minden
csucséba négy él fut be, és lapjaik négyszogek. Legkdnnyebb ilyen szabélyos toroidot elgallitani.

Vegytink egy (pl. szabalyos) p oldala sokszoget, forgassuk el egy, a sikjaban fekvs, de a sokszoget nem metsz6 ¢

k
egyenes koriil — - 27-vel, ahol ¢ > 3 egész, és k = 1,2,...,q¢ — 1. Az igy kapott p - ¢ darab trapézbdl (ill. téglalapbol)

q
allo toroid szabalyos, és az Sy osztalyba tartozik. Pl. p = ¢ = 3 esetén a 2. abran lathato toroidot kapjuk, amely az
So osztaly minimalis lapszamu tagja.

2. abra

Ugyanis minden Ss-beli toroidnak legalabb 9 csicsa van. (Minden cstcsra négy lap illeszkedik, ezekre pedig Gsszesen
kilenc cstcs, amelyek koziil barmely kettének kiilonboznie kell, mert kiilonben ellentmondéasba keriilnénk azzal, hogy
az Sy osztalyt koézonséges poliéderek alkotjak.)

Az el6bbi eljarassal p = 3, ¢ = 4 (vagy p = 4 és ¢ = 3) esetben 12-lapu (és cstcsii) Sa-beli szabélyos toroidot
kapunk. Nem tudjuk azonban, hogy létezik-e 10 vagy 11 lapa (és cstuicsi) So osztalyba tartozé szabalyos toroid.

4. Mint lattuk, a Csaszar—poliéder legfontosabb tulajdonsaga, hogy bdrmely két csicsdt €l koti dssze. Ezzel a
poliéderrel igen szoros, Un. dudlis kapcsolatban van az S3; osztaly minimalis lapszama poliédere, melynek legfébb
jellemzGje, hogy bdrmely két lapjanak van kozds éle (3. abra). (Duélis kapcsolat van pl. az oktaéder és a kocka, vagy
a dodekaéder és az ikozaéder k6zott.)
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3. dbra

A dualis kapcsolat nemcsak azt jelenti, hogy a lapok, csucsok és az élek szama rendre megegyezik a Csaszar—poliéder
cstucsainak, lapjainak és éleinek a szaméaval, hanem azt is, hogy a lapok sikjait alkalmasan megszamozva ugyanazokkal
a szamharmasokkal adhatjuk meg a poliéder csucsait, mint amelyekkel a dualisanak a lapjait adtuk meg (1. tablazat).
Igy a poliéder egyértelmi megadasahoz elegends megadnunk a hét lapsik egyenletét (2. tablazat).

2. tdbldzat

(1) by + =z = 12
(2) - 2z -z = 12
3) — bz + 5y — 7z = 21
(4) 50 — by — Tz = 21
(5) 2z -z = 12
(6) - 4y + = 12
(7) z = 2

A megadott szamharmasokbol leolvashatjuk, hogy melyik harom-harom sik metszéspontja adja a poliéder csucsait.
A csticsok koordinatait ismerve pedig konnyen szamithato a poliédert alkoté hatszogek éleinek és atloinak a hossza,
vagy egyéb, az elkészitéshez sziikséges adat. A 4. Abran megadjuk az egyes lapok megszerkesztéséhez az ,,6sszeallitasi”
rajzot

4Ilyen toroid létezését els6ként a cikk szerzéje bizonyitotta. — A szerk.



4. dbra

Ez a poliéder is szimmetrikus a koordinata-rendszer z tengelyére. Igy az egybevagosag szempontjabol lapjai négy,
cstcsai hét osztalyba sorolhatok.

Belathato, hogy hétnél kevesebb lapsikkal egyaltalan nem allithato el toroid, igy ez a poliéder nemcsak az Ss
osztalyban szadmit minimalis lapszamunak.

5. A mult szdzadban felvet6dott térképszinezési problémék (pl. a négy—szinprobléma) kozil Heawood 1890-ben
igazolta, hogy a téruszra rajzolt barmely térkép kiszinezéséhez elegendd hét szin. Ugyanekkor azt is megmutatta,
hogy a hét szin sziikséges is. Ugyanis rajzolt a toéruszra olyan hét tartomanybol allo6 térképet, amelynek barmely
két tartoméanya szomszédos, igy a helyes kiszinezéséhez minden tartomanyt kiilonb6zé szintre kell festeniink. Az itt
megismert poliéderrel ezt a Heawood—féle hétszind térképet allitottuk eld, hét egyszerid sikbeli hatszogbdl.

A Heawood-féle hétszint térkép realizalhato olyan toroiddal is, melynek minden lapja szabalyos sokszog. (Persze
akkor a tartomanyok mér nem egyetlen lapbol allnak.) Ennek a — B. M. Stewart-t6l szarmaz6 — konstrukcionak a
halozatat, valamint kiilon—kiilon a toroid ,,bels§” és , kiilsG” felét az 5. abran lathatjuk. A sokszogekre irt szamok egy—
egy szint jelolnek. Az abrat vagy az ez alapjan készitett modellt vizsgalva meggy6z6dhetiink, hogy valoban minden
szin szomszédos minden szinnel.



w
~3

-

5. dbra

Ugyancsak érdekes konstrukci6 az a toroid, amelyben az egyes tartomanyok nemcsak szomszédosak, hanem egybevdgok
is egymaéssal. Egy—egy ilyen tartomany négy haromszoghdl all, melyek koziil ketté—ketts egybevago.

2
Elsallitasahoz tekintsiik az Aj Ao ... A7 szabalyos hétszoget. Forgassuk el a koézéppontja koriil 3 77T nagysagu
szoggel, majd toljuk el a sikjara merdleges iranyban. Ily médon a By Bs ... By szabélyos hétszoghoz jutunk. Szinezziik
azonos szintre, és nevezziik egy tartomanynak az A;A;11B;—9, A;A;+1B;, B;Bit1Ait1, BiBit14;+3 hiromszogekbdl
allo alakzatot, ahol ¢ =1, 2, ..., 7 (6. dbra). [Ha valamelyik index nem esik 1 és 7 kozé, akkor értelemszerten adjunk
hozza vagy vonjunk le bel6le 7-et, hogy 1 és 7 kozotti szamot kapjunk.|
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6. dbra

2
Ha az i-edik tartomanyt elforgatjuk a két szabélyos hétszog kozéppontjaira illeszkeds tengely koriil 5 nagysagu szog-

gel, akkor az (i + 1)-edik tartomanyhoz jutunk. Igy ezek a tartomanyok valoban egybevagok, és egyiitt egy toroidot
alkotnak. A tartoményt hatarolo, élek indexeit vizsgalva belathatjuk, hogy valoban mindegyik mindegyikkel szomszé-
dos. Pl. az i-edik tartomény A;B; éle menti szomszédja az (i — 1)-edik, A;B;_o éle menti szomszédja az (i — 3)-adik
tartomany.

A poliéder elgallitasahoz tetszolegesen megadhatjuk a két szabalyos hétszog sikjanak a tavolsagat, vagy pl. az egyen-
16 szara A; A;+1 B;—2 haromszog oldalait. Ezekbdl a tobbi adat kiszamithatd. A megadott, ill. kiszamitott élhosszak mel-
lett zarojelben kozoljiik az élhez tartozo lapszog nagysagat is. Legyen pl. A; A; 11 = 6 (51°45") és A; B;_o = 8 (152°13’).
A t5bbi él (szamitassal kapott) hossza: A; B; = 14,48 (65°11") és A; 11 B; = 11,35 (325°13’).

Ez a poliéder az S osztalyba tartozo olyan szabélyos toroid, melynek lapjai az egybevagosag szempontjabol két
osztalyt alkotnak, testszogletei pedig egyet, azaz egybevdgdak.

Ennél kevesebb lap- és csicsszami, ugyanilyen (egybevagd testszogleti és kétféle lapbol felépitett) Sy osztalybeli
toroidot is kaphatunk, ha ebben a konstrukciéban a szabalyos hétszog helyett hatszoghdl indulunk ki. (Otszog mar
nem felelne meg, mert ennek az Gsszes A; B; éle egy pontra illeszkedne.)

Vajon legkevesebb hany lapra van sziikségiink ahhoz, hogy csupa egybevago lapokbél épithessiink toroidot? Ugyan-
csak B. M. Stewart konstrualt olyan S osztalybeli szabalyos toroidot, amely 36 db egybevagd egyenld szari harom-
szOghdl all. (B. M. Stewart: Adventures among the toroids, II. edition, 250. old.) A 7. 4bran bemutatott csupa egyenld
szari haromszogekbdl allo toroidnak minddssze 24 lapja van.




7. dbra

Ez azonban nem szabalyos, mert ,,bels§” csticsaiba hét, a , kiils6k”™be 6t él fut be. Realizdlasahoz 1ényegében egyetlen
adat kell, a toroidot alkotd egyenls szaru haromszog alapjanak és szaranak az arénya:

a:b=2\/5+2V/2~2:28.

Ennél kevesebb lapt, egybevagé lapokbél allé toroid 1étezésérdl nem tudunk.
Szilassi Lajos, Szeged



