Az 1982. évi Kiirschak Joézsef Matematikai Tanuléverseny
feladatainak megoldasa

1. Adott a térben eqy egész oldalhosszisdgi kocka, amelyrél tudjuk, hogy az egyik lapjin levd négy csics koordindtadi
valamennyien egész szdmok. Bizonyitandd, hogy a mdsik négy csiucs koordindtdi is egész szdmok.

Megoldas. Fel fogjuk hasznalni — amit a megjegyzések keretében be is bizonyitunk —, hogy az r(r1, 72, r3) és az
u(u, ug, ug) koordinataival adott két vektor akkor és csak akkor merdleges, ha

riuy + rous + ryug = 0.

Legyenek egy ABCDEFGH kocka egy lapjanak A, B, C, D cstcsai egész koordinatajaak, a kocka élének hossza a
szintén egész szam, az A-val szomszédos harmadik csics E. Azt kell belatnunk, hogy E, F', G, H is egész koordinataju.
Elég belatnunk, hogy pl. az ﬁ vektor koordinétai egész szamok, hiszen F, F'; G, H koordinatait ugy kaphatjuk, hogy
A, B, C, ill. D koordinataihoz hozzaadjuk zﬁ koordinatait.

Legyenek az zﬁ = b, E =d, zﬁ = e koordinatai
(b17 b25 b3)5 (dlv d?a d3)7 ill (615 €2, 83)'
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Ezeket ugy kaphatjuk, hogy a B, D, ill. E pont koordinataiboél kivonjuk A koordinatdit. A b és d vektor koordinatai
tehat egész szamok, és azt kell belatnunk, hogy e koordinatai is azok. A b és d vektorok hossza a, és a vektorok
merGlegesek, tehat koordinataikra teljesiil, hogy

(1) b+ b3+ b3 = a?, (2) di +d5+ds=ad? (3) bidy + bada + bsdz = 0.
Az e vektor merdleges b-re is, d-re is és a hossztsagu, tehét
bie1 + baes + bges = 0,
e%—l—eg—i—eg = a’.

d1€1 + d262 + d3€3 = O,

Az els6 két egyenletbdl kifejezhetjiik eq, eq, es-at, de ezt a 3 adatot a két egyenlet csak egy k k6z0s szorzo tényezs
erejéig hatarozza meg.A szamitasokat elvégezve azt kapjuk, hogy

€1 = k(bgdg — bgdg), €y = k(bgdl — bldg), egk(bldg — bgdl).
A vektor hosszat kiszamitva
(4) a® = K*{b3d3 + b3ds + b3d: + bid3 + bids + b3d; — 2badabads — 2b1dibads — 2b1dibada}.
Bontsuk a kivonandékat 2—2 egyenlé tag Osszegére és a masik két tag egyikének, ill. méasikdnak egyik részével kozos
tényezGket emeljiik ki. Ekkor a kivonandé igy alakul
—badabsds — b3dszbidy — badabsds — badabidy — bidibada — bidibsds =
= —bzd3(bidy + badz) — bada(bsds + bidy) — bidi(bady + bads) =
= —b3d3(—bsd3) — bada(—bads) — b1di(—b1dy).



Az utolsé lépésben mindharom tag masodik tényezGjére a (3) Osszefliggeést alkalmaztuk. Eredményiinket (4)-be beirva
azt kapjuk, hogy

a® = k*{b3d3 + bid3 + b3di + bid5 + bid; + b3di + bid + b3d; + bidi} =
1
F.

= K0 + b5+ 03) (df + d3 + d3)} = K*a, k=

Az e vektor koordinatai tehat:

b2d3 - b3d2 del - bldS b1d2 - b2d1

) ) )
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vagy ezek ellentettjei. Vilagos, hogy ezek racionalis szamok, azt kell belatnunk, hogy egészek.

Elég ezt a fenti harmasrol belatni, mert egész szam ellentettje is egész. Elég tovabba egyik koordinatarol belatni,
hogy az egész, mert akkor az indexek alkalmas cseréjével adodik a masik ketts egész voltanak a bizonyitasa.

Azt fogjuk belatni, hogy a koordindta négyzete egész szam. Tudjuk, hogy ha egy raciondlis szdm négyzete egész
szdm, akkor az alap is egész szdm. Az els6 koordinéta szamlalojanak négyzetét fogjuk atalakitani:

(bods — bsda)? = bads + b3d3 — 2badabsds =
= b3d3 + b3d3 — bada(—bydy — bada) — badz(—bsdz — bydy) =
= b3d3 + b3d3 + bidibads + b3d3 + b3d3 + bidibsds =
= b3d3 + b3d3 + b3d3 + b3d3 + bidy (bads + byds) =
= (b3 +03) (d5 + d5) — bid] = (a® — b) (a” — dY) — bid} = a®(a® — b — d}).
Itt ismét két tagra bontottuk a kivonandoét és egyszer az els, masszor a masodik két tényez szorzatat helyettesitettiik

a (3) osszefiiggéshbol adodo értékével, majd alkalmaztuk (1)-et, (2)-t és mégegyszer (3)-at.
Azt nyertiik tehat, hogy
bads — byds \?
(=)

egész szam, és ebbdl — mint mar emlitettiik — kdvetkezik az alap egész volta is. Ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. A megoldas elején kimondott allitas igy lathato be: Az, hogy r és u merdleges egymasra, azt jelenti, hogy
az ORU héaromszog derékszogi (a 2. dbra betiizését hasznaljuk), ez pedig egyenértéki allitas azzal, hogy a haromszog oldalaira
teljesiil Pitagorasz tétele. Az r— u vektor koordinatai (r1 — w1, 72 — u2, r3s — us), igy a feltételt koordinatakkal felirva

r%—&—r%—l—r%—&—u%—i—u%—l—ug:(Tl—ul)z—i—(rz—uQ)z-i-(rg—us)z:

2 2 2 2 2 2
=ri+7ry+ 75 +ui +us +uz — 2(riur + rous + r3us).

Ez pedig valéban egyenértékid azzal, hogy

riul + rauz + raus = 0.

0 u

2. Aki ismeri a vektorok skalaris szorzatat, annak a most levezetett Osszefiiggés jol ismert, aki pedig a vektorialis szorzatot
is ismeri, az tudja, hogy az e vektor koordinataiban k szorzéi a vektorszorzat koordinatai, és azt is, hogy meréleges vektorok

p 1 1
vektorszorzatanak a hossza a tényez6k hosszanak a szorzata, esetiinkben tehat a”. Igy k vagy — vagy —— . Ezeket felhasznélva
a a

lényegesen lerovidiil a megoldas.

3. A bizonyitas végén felhasznalt tétel: ha egy racionalis szam négyzete egész, akkor az alap is egész, a szamelmélet alap-
tételének a kovetkezménye. E tétel szerint az egész szdmok torzstényezSkre bontott alakjaban a tényezdSk sorrendtdl eltekintve
egyértelmten vannak meghatarozva.

Valéban, ha egy v/w tort (v, w egész) nem egész szam, akkor w-nek van olyan p torzstényezdje, ami v felbontasaban kisebb
hatvanyon szerepel, mint w-ében (esetleg egyaltalan nem szerepel). De



Az alaptétel szerint v?-nek és w’-nek nincs mas primtényezds felbontasa, mint amelyik a v, ill. w felbontasaban szereplé primek
hatvanykitevoinek kétszerezésével keletkezik. Ekkor azonban p a v* / w? t6rt nevezdjében is magasabb hatvanyon szerepel, mint,
a szamlaloban, tehat ez a tort sem lehet egész szam.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden k > 2 egész szamhoz létezik végtelen sok olyan n természetes szim, hogy az n,
n+1, ..., n+k—1 szamok legkisebb kozds tobbszérose nagyobb, mint azn + 1, n+ 2, ..., n+ k szdmok legkisebb
kozds tobbszirose.

(A legkisebb k6z0s tobbszoros annyiszor fordul el§ az alabbi szévegben, hogy roviden lkkt-t irunk helyette.)

I. megoldas. Az a4, ag, ..., an, szamok lkkt-ét — amit igy szokds jelolni: [a1, ag, ..., an], — Ggy hatarozhatjuk
meg, hogy minden primszamot, amelyik a szdmok valamelyikének osztdja, vessziik azon a legmagasabb hatvanyon,
amelyiken oszt6ja valamelyik a;-nek, és ezeket a primszamhatvanyokat 6sszeszorozzuk. Eszerint

T.=nn+1,...,n+k—-1]ésThy1=n+1L,n+2,....,n+k—1 n+k|

primhatvanyokra torténd felbontasaban egyenls hatvanyon szerepelnek azok a primszamok, amelyeknek a legmagasabb
hatvanya az n+1,n+2, ..., n+k — 1 szdmok valamelyikének a felbontasaban fordul el6. T,-ben magasabb hatvanyon
szerepelnek, mint 7T}, y1-ben azok a primek (ha vannak), amelyeknek magasabb hatvanya osztéja n-nek, mint n + 1,
..., n+k barmelyikének, és alacsonyabb hatvanyon azok az esetleges primek, amelyeknek magasabb hatvanya osztéja
n + k-nak, mint n, ..., n + k — 1 barmelyikének.

Legyenek p1, ..., pg az el6bbi tulajdonsaga primek és legyen p; a T),-nek (s igy n-nek is) a ¢;-edik hatvanyon osztéja,

T, +1-nek az uj-edik hatvanyon osztdja, ahol ¢; > u; (j = 1, ..., g); hasonléan legyenek az utdbbi tulajdonsaggal

rendelkez$ primek q1, ..., gn és ¢; Tp,-nek vj-edik, T,,11-nek w;-edik hatvanyon osztdja, v < w; (j =1, ..., h). Ekkor
R

(1) To1 = “—0 T

Végtelen sok olyan n értékre van tehat sziikségiink, amelyekre a T, a jobb oldalon 1-nél kisebb szdmmal van
megszorozva. Ehhez legegyszertibb n-et Ugy valasztani, hogy n + 1, ..., n + k — 1 egyikével se legyen 1-nél nagyobb
kozos osztdja, (n + k)-nak viszont legalabb az egyikiikkel legyen. Ekkor a tort nevezGje n lesz, a szamlaloja pedig

+k
legfeljebb nT A tort tehat nem nagyobb, mint z ; ez pedig 1-nél kisebb, ha n nagyobb k-nal.

’
n

Ha végtelen sok n-re kielégitjiik az els6 két feltételt, akkor koziiliik végtelen sok nagyobb is lesz mint k, tehat elég
olyan n egészeket keresniink, amelyekre n relativ prim azn+1, ..., n+k — 1 szdmokhoz, n+ k pedig legalabb egyikhez

nem relativ prim. A feladatot megold6 versenyzSk mind ezt az utat valasztottak, de az n kivant tulajdonsagait igen
kiilonb6z6, médokon biztositottak. Bemutatjuk a lényegében legegyszertibbnek latszot.

Ha valamilyen j-re n-nek és (n+ j)-nek van 1-nél nagyobb k6zos osztoja, akkor ez kozos osztdjan és (n+j)—n = j-
nek is és megforditva is: n és j kozos o0sztoi (n + j)-nek is oszto6i. Azt kell tehat elérniink, hogy kivalasztando6 szamaink
az

(*) 1,2,..., k-1
szamokhoz relativ primek legyenek, tehat példaul a szorzatukhoz is. Ezzel a tulajdonsaggal rendelkeznek ady
1-2-...-(k=1)

szorzat tobbszoroseinek a szomszédai, tehat a c((k — 1)!) =+ 1 szamok.

Ahhoz, hogy a k-val nagyobb c((k —1)!) + k+1 a (*) alatti szimok valamelyikéhez ne legyen relativ prim, a kettds
eljelbdl a negativat célszerd valasztani. Ez esetben a k-val novelt szam oszthato (k — 1)-gyel, és az (n + 1)-ként adodo
c((k —1)!) is oszthat6 (k — 1)-gyel.

Ha tehat az

ne=c((k—1)) -1

szamokat valasztjuk, az (1) egyenlSség nevezGje n. lesz, szamlaloja pedig legfeljebb

ne + k
k—1"

ey +k
Ne
Tpoy1 < ——
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1Bzt a szorzatot k-1 faktorialis"-nak nevezik és igy jelolik: (k — 1)!



Itt kK — 1 > 2, mert a feladat feltétele szerint k > 2. Ha tehat n. > k is teljesiil (ami k = 3-nal ¢ > 3-ra, k > 3 esetén
minden pozitiv egész c-re igaz), akkor

ne + k
—F— <1, tehat T, T,,.
(k—l)nc< , teha 41 < .
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.
Megjegyezziik, hogy k = 2-re nem igaz a feladat allitasa, [n, n + 1] = n(n + 1) és ez névekvs n-nel allandéan

novekszik.

Megjegyzések. 1. A lkkt-nek a megoldas elején ismertetett megadasmodja ismét az els§ feladathoz fizott 3. megjegyzésben
emlitett szdmelmélet alaptételébdl kovetkezik.

2. Egy versenyz6 (k — 1)! helyett a lényegesen kisebb [1, 2, ..., k — 1] szamot hasznalta, de elég lett volna ehelyett a k-nal
kisebb primek szorzatat venni, amint azt kdnnyen belathatja az olvasé. Osszehasonlitasul mar k = 21-re (k — 1)! felette van a
4700 billiénak, [1, 2, ..., k — 1] kozel 233,3 milli6, a primek szorzata pedig valamivel 9,7 milli6 alatt van.

II. Megoldas. Megkaphatjuk az [n, n+ 1, ..., n+ k — 1] lkkt-t agy is, hogy az n(n+1)...(n + k — 1) szorzatot
elosztjuk bizonyos szamokkal, tehat
nn+1)...(n+k—1)
Un,k

(2) [nyn+k, ....n+k—1]=

alakban, ahol vy, ;, természetes szam.
Miel6tt ennek helyességét belatnank, nézziik meg, hogyan alakul ennek felhasznaldsaval a feladat allitdsaban sze-
repld egyenlGtlenség. A megfelels kifejezéseket beirva, kézenfekvs atalakitasokkal az

Ntk > (0 + k)onk
vagy
(3) (Vg1 k= Vn k) > Ko

adodik. A bal oldalnak pozitivnak kell lennie, amihez

(4) Un+41,k > Un,k

sziikséges. Ha ez fennall, akkor az utols6 egyenlGtlenség bizonyosan teljesiil, ha maga n nagyobb a jobb oldalnél, mert
a szorzdja legalabb 1.

Ezek alapjan a feladat allitasa kovetkezik abbol, ha megmutatjuk, hogy

a) Minden adott k-ra v, i egy csak k-tol fiiggd korlatnal nem nagyobb, és
b) ha k > 3, adott, akkor v, j értéke végtelen sokszor valtozik.

Valoban a b) szerinti valtozas nem lehet valamilyen hataron tal mindig csokkenés, hiszen vy, p-nak mindig pozitiv
egésznek kell lennie, de nem lehet valamilyen értéken tal mindig névekedés sem, hiszen akkor v, ; minden korlaton
talnéne, ami a) miatt nem lehet. Van tehat végtelen sok olyan n, amelyre (4) teljesil.

Legyen V egy olyan érték, aminél v, ;, sohasem nagyobb, akkor mindazokra az n-ekre, amikre (4) teljesiil és amelyek
kV-nél nagyobbak, igaz, hogy

n(Vntk-1 = Vnk) > KV > kvp i,

tehat teljesiil (3), abbol pedig a feladat allitasaban szerepls egyenlétlenség ekvivalens atalakitéasokkal kovetkezik.

A feladat allitasanak bizonyitasahoz tehat elég a (2) alaku elGallitas létezését bizonyitani (egész nevezével) és a
nevez6 a) és b) tulajdonsagat.

A (2) felbontashoz eljuthatunk gy, hogy leirjuk egyenként a szamlalo tényezsit és n+ j leirdsa utan (1 < j < k—1)
nézziik annak primszamhatvanyok szorzatara bontott alakjat. Ha van a prim alapok koziil valamelyiknek koradbban
is tobbszorose, akkor vesziink egy olyan n 44 (0 < i < j) tényezsSt, amelyik az illetd prim legnagyobb hatvanyéaval
oszthato, és ha ez a hatvany nem nagyobb az (n + j)-ben szereplé hatvanynal, akkor a nevezébe irjuk, kiilonben az
(n+ j)-ben felléps hatvanyt irjuk a nevez6be. Vilagos, hogy igy a k-adik lépésben megkapjuk a keresett lkkt-t. vy, a
nevezSbe keriilt primhatvanyok szorzata.

A nevezdbe irt primszamhatvany osztoja (n + i)-nek is, (n + j)-nek is, tehat a kiilonbségiiknek j — i-nek is, ami
pozitiv és nem nagyobb j-nél. Az n + j sorravételénél tehat a j, 7 — 1, ..., 2 bizonyos primszamhatvany osztoival
osztunk, tehat Osszességében nem nagyobb szammal, mint j! Ezt j =1, 2, ..., (k — 1)-re alkalmazva kapjuk, hogy

Ve <2031 (k=1),

Un,k Csak véges sok értéket vesz fel A Ezzel belattuk a (2) alaku felbontas létezését és az a) allitast. Igazoljuk még b)-t.

2Belathato, hogy az is igaz, hogy v, < (k — 1)! pontosabban vp, k| (k — 1), és az egyenlStlenségben végtelen sokszor az ,,=” jel érvényes.



Vilagos, hogy v, 2 = 1 minden n-re.

Legyen p egy k-nél kisebb primszam, amelyik nem osztéja k-nak. — Ilyenek pl. a k—1 (> 2) primosztoi. — Valasszuk
n-et ugy, hogy n+k tobbszorose legyen p-nek, és vizsgaljuk p kitevsjét v,  és vy,41 k primhatvanyok szorzatara bontott
alakjaban.

Nem lehet n is tobbszorose p-nek, mert kiilonben az (n + k) — n = k is oszthato volna p-vel, ellentétben p
valasztasaval.

Mivel p < k, van tObbszorése az n + 1, n + 2, ..., n + k — 1 szamok kozt. Ha attériink [n,n +1,...,n +
kE—1]16l [n+1,...,n+k — 1, n+ k]-ra, akkor a (2) jobb oldalanak szamlalojabol elmarad a p-vel nem oszthato

n tényez6 és megjelenik a p-vel oszthatd n + k. Vilagos, hogy n elhagyasa a p kitevGjét nem befolyasolja, viszont
n + k hozzavétele utan az eléallitasra vonatkozo gondolatmenetet kdvetve lathatd, hogy a nevezébe kell irnunk p-nek
valamilyen hatvanyat. v,41 x tehat p-nek magasabb hatvanyaval oszthato, mint v, i, s igy (fiiggetleniil esetleges egyéb
kiilonbségektdl) kiilonbozs szamok, mivel a szamok primhatvanyokra torténd felbontésa lényegében egyértelmdi.

Megjegyzések. 1. Az 1. megoldéas soran t6bb moédon is megadtunk adott k-hoz végtelen sok olyan n értéket, amire teljesiil
a T < Tnhy1 egyenl6tlenség, de tavolrol sem adtuk meg az Gsszes ilyen n-et. Ez reményteleniil nehéz feladatnak is latszik. B
Belathato, hogy a legkisebb n is, ami ott adodik, sokkal nagyobb k-nal.

Jeloljiik ng-val adott k-hoz a legkisebb olyan n-et, amire teljesiil a T;, < T, 11 egyenlStlenség. Néhany értéket a kovetkezd
tablazat mutat:

‘ k‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘ 8 ‘ 9 ‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘16‘29‘30‘31‘32‘210‘
[ne |—[5]5]7]9]8] 11111113 [13[17]16|17[17]31]47|32]37|237]

Lathatolag ezek az értékek alig nagyobbak k-nal. Az vilagos, hogy ni-nak k-nal nagyobbnak kell lennie, mert ha n < k,

akkor az n+ 1, ..., n+ k kozott van n-nel oszthato, hiszen 2n < n + k. Igy [n+1, ..., n+ k] oszthat6é n-nel, és természetesen
n+1,...,n+k—1l-gyelis, tehat [n, ..., n+k —1] osztoja [n+1, ..., n+ k]-nak, amibd6l kiovetkezik, hogy nem lehet az el6bbi
nagyobb.

A primszamok eloszlasara vonatkozo mély tételek segitségével belathato, hogy ny/k tetszés szerinti 1-nél nagyobb h szamnél
kisebb lesz, amint k egy alkalmas (h-tol fiiggs) korlatnal nagyobb.

2. Szamolas kozben sok olyan n-re talalunk, amelyre [n, ..., n+k—1=[n+1, ..., n+ k]. Ez n = k-ra pl. csak akkor
nem teljesiil, ha k a 2-nek egy hatvanya. De k = 19-re pl. n = 19-t6l n = 22-ig négy egymas utani értékre teljesiil az egyenlGség,
k = 210-re, pedig n = 213-t6l n = 220-ig nyolc egymas utani esetben. Ezek utan els§ pillanatra talan meglepGen hat, hogy
minden k-hoz legfeljebb véges sok esetben lehet két szomszédos lkkt egyenls, pedig a (2) formula alapjan ez legfeljebb az

kvn,k
n =
Un+1,k — Un,k
értékekre teljesiil (és koziiliik az egész értékekre teljesiil is). Mivel pedig v, csak véges szamu kiilonb6z6 értéket vehet fel, igy
csak véges szamu megfelel6 n létezik.

3. Az egész szamok halmazadt kiszineztik szdz szinnel igy, hogy mind a szdz szint felhaszndltuk és teljesil a kévetkezd:
birhogyan is vdlasztunk két [a, b] és [c, d] egyforma hosszi, egész végponti intervallumot, ha a szine ugyanaz, mint c
szine és b szine ugyanaz, mint d szine, akkor [a, b] és [c, d] teljes szinezése megegyezik (azaz 0 < x < b— a, x egész
esetén a + x és ¢+ x szine azonos). Bizonyitsuk be, hogy —1982 és 1982 szine kilonbizd.

I. megoldas. A feladat feltételeibsl kovetkezik, hogy az egész szamok szinezése 100 hosszusagu periédusokban
ismétlodik az egész szdmegyenes mentén, és egy perioduson beliil minden szin elfordul.

Ha ezt belatjuk, ebbdl kovetkezik, hogy két szam szine akkor és csak akkor egyezik meg, ha kiilonbségiik a 100
tObbszorose. —1982 és 1982 tehat kiilonbozd szind, mert kiilonbségiik 3964, nem oszthaté 100-zal.

A szinezés periodikus voltanak belatasahoz el6bb belatjuk, hogy

a) van olyan A és d; természetes szam, amelyekre minden A-nal nagyobb szam szine megegyezik a d;-gyel nagyobb
szaméval,

b) hasonl6éan van olyan B és dy természetes szdm, hogy minden —B-nél kisebb egész szine megegyezik a da-vel
kisebb szaméval,

¢) ezutan belatjuk, hogy a két periodikus részszinezés az egész szamegyenes egyetlen periodikus szinezésének a
része.

Az a) és b) részallitas bizonyitdsa ugyanazon gondolatmenettel torténhet, elég tehat az a) allitas bizonyitasat
részletezni.

Nevezziik alapszamkéznek azokat a szamkozoket, amelyeknek a kezdd és végsé szama ugyanolyan szind és mas
egyezd szind szadmpar nincs a szamkdzben.

Egy alapszamkoz legfeljebb 101 egész szamot tartalmazhat, mert 100 sziniink van, s igy barmelyik szamtol elindulva
legkéssbb a 101-edik szine kell, hogy megegyezzék az el6z6k valamelyikével. Minden 101 egészet tartalmazéd szdmkoz
tartalmaz is alapszamkozt, hiszen az els§ szamtol elindulva addig megyiink, mig el§szor nem ériink a szdmkoz egy

korabbi szamaval egyez szind szamahoz; ekkor ez a két egyez6 szind szam alapszamkozt fog kozre.

3 Figyeljiilk meg, hogy a II. megoldas csak végtelen sok ilyen n létezését bizonyitja, anélkiil, hogy megadna ilyen n-eket. Annak a
gondolatmenetnek az alapjan csak a v, j nevez6k szerkezetének sokkal pontosabb ismerete tenné lehet6vé ilyen n-ek megadéasat.



A termeészetes szamok kozt végtelen sok alapszamkoz van, hiszen pl. a [101n, 101n+100] (n = 0, 1, 2, ...) szamkozok
101-101 egészbdl allnak, s igy mindegyik tartalmaz alapszamkozt. Mivel egy alapszamkoz legalabb 2 és legfeljebb 101
egészet tartalmaz, kell olyan d; egésznek lennie, hogy végtelen sok alapszamkoz dy + 1 egészet (di kiilonb6z6 szintit)
tartalmaz. Legyenek [a;, a; +di] (i =1, 2, ... és a; > 0), di + 1 pozitiv egészbdl allé alapszamkozok. Megmutatjuk,
hogy minden A = aj-nél nagyobb n-re n és n + d; szine megegyezik.

Legyen n > A. Mivel az a; nem-negativ egészek sorozata végtelen, valaszthatjuk j-t igy, hogy a; > n teljesiiljon. Az
a zar6 egészek is. Vilagos, hogy a két szamkoz ugyanannyi egészbdl all és j valasztésa szerint n az els§ szamkozhoz
tartozik. A feladatnak a szinezésre vonatkozo6 feltétele szerint ekkor kdvetkezik, hogy n+dy szine megegyezik n szinével.
Ezzel az a) allitast igazoltuk. Meggondolasainkat a negativ egészekbol allo alapszamkozokre alkalmazva kapjuk a b)
allitas igazolasat.

Az a), ill. b) allitas helyességébdl természetesen az is kovetkezik, hogy ha k pozitiv egész és n > A, ill. m < —B,
akkor n és n + kdy, ill. m és m — kda egyez6 szint.

A két periodikus rész kapcsolatanak tisztazasdhoz jegyezziikk meg elGszor is, hogy mind a két rész periodikus pl.
d; - dg szerint, hiszen csak a fenti allitasban k helyett az elsG esetben da-t, a méasodikban d;-et kell irni. Megmutatjuk,
hogy ez igaz az egész szamegyenesre is.

Legyen ugyanis r tetszés szerinti egész, u < —B, v > A, tovabba u < r < v. Ekkor u — dyds és u, ill. v és v + dids
egyez6 szintek, igy az [u — dids, v] és [u, v + d1ds] kielégitik a feladatban szerepld feltételeket, és az els tartalmazza
r-et, igy kovetkezik, hogy r és r 4+ dids ugyanolyan szind.

Azt kell még belatnunk, hogy a legrévidebb periédushossz 100. Itt hasznaljuk ki azt az eddig még nem értékesitett
tényt, hogy egy egyik végpontjatol megfosztott alapszamkoz csupa kiilonb6z6 szind pontbol all. Eszerint az A-nal
nagyobb egészek d; szinnel vannak szinezve, nem kevesebbel, mert tartalmaznak d; + 1 elembdl 4ll6 alapszamkozt, de
nem is tobbel, hiszen szinezésiik d; hossztusagu egyez6 periddusokbdl tevédik Gssze.

Ekkor azonban az egész szdmegyenes is d; szinnel van szinezve, mert tetszés szerinti r egészhez van olyan s pozitiv
egész, hogy r+s dids > A. Ekkor r és r+s dyds szine egyezd, de az utdbbi szam szine csak az A-nal nagyobb szamoknal
hasznélt d; szin valamelyike lehet. Az Gsszes egész tehat dy szinnel van szinezve, vagyis d; = 100. Tovabba minden
d1ds hosszuségu peridodus el6fordul az A-nal nagyobb szamok kozt is, tehat do darab egyezé szinezést részperiddusbol
tevédik Ossze. Az Osszes egész szinezése tehat d; = 100 kiilonb6z6 szind, egymas utani egész szinezésének periodikus
ismétlésével szarmaztathato. Mint lattuk, ebbdl a feladat allitasa is kovetkezik.

Megjegyzések. 1. Nyilvan nincs a 100-nak kitiintetett szerepe (azon kiviil, hogy nem oszt6ja 3964-nek). Ha 100 helyett k
szint hasznalunk fel a feladatban kivant feltételeket kielégitve, akkor ezt csak ugy tehetjilk, hogy k szomszédos pont kiilénb6z6
szind legyen és ez a szinezés periodikusan ismétlgdjék.

2. Ha csak a feladat allitdsanak bizonyitasara toreksziink, ehhez eljuthatunk anélkiil, hogy az egész szamegyenes szinezését
tisztaznank.

IT. Megoldas. Legyen M 1982-nél nagyobb természetes szam, tovabba akkora, hogy a [ M, M| szamkoz egészeinek
szinezésében mind a 100 szin el6forduljon. Az M-nél nagyobb szamok szinezésében legalabb egy S; szinnek végtelen
sokszor el6 kell fordulnia. Legyenek az Sy szini szamok

M+a <M+4as <...

A
—M—al, —M—CLQ, geeey —M—a101

szamok kozott kell legalabb két egyszintinek lennie, mondjuk —M — a; és —M — a; S szind (i < j). Ekkor a
[—M—aj,M—l—al-]:I és [—M—ai,M—l—aj]:J

szamkoOzok kezdd szadmai Sy zintek, a végsSk Sy szintiek és egyardnt 2M + a; + a; + 1 egészet tartalmaznak. A feladat
feltételei szerint igy szinezésiik megegyezik.
A két szamkoz részben atfedi egymast, [-M — a;, M + a;] mindkett6hoz hozzatartozik. A csak I-hez tartozo

(1) —M—aj,...,—M—ai—l
szamok szamat jel6ljiik d-vel (d = a; — a;). Mivel I és J ugyanigy van szinezve, igy specialisan
[—M—aj, —M—ai]:h és [—M—ai, —M—ai+d]:J1

részeik szinezése is megegyezik.
Az (1) szamok kozt balrol az els6 két egyezs szind legyen, ha van

blz—M—aj—i—b, és by +d,



sziniik legyen S3. Ha az (1) szamok mind kiilonboz6 szintek, akkor di = d, by = —M —aj, by +d1 = b1 +d =
—M —a;+d=—M — aj, és S3 = Sy. Ez azt jelenti, hogy

-M—-aj, -M—a;+1,..., M —aj+b, -M —a; +b+1,..., M —a; +b+dy — 1

szamok mind kiilonb6z6 szindek. Itt b = 0 is lehet, ez esetben csak az utolsd d; szadmu szamroél van szo; egyébként
ekkor S35 = Sy, I és Jy egyezs szinezése folytan

b2:b1+d, és b2+d1

szine is S3. Ekkor viszont a
[b1, bo] = I, [b1 +dy, bo +di] = Jo

szamkozokre is teljesiilnek a feladatban szerepld feltételek, tehat ezeknek a szamkozoknek is megegyezik a szinezése.
Belatjuk, hogy d; osztdja d-nek és I; szinezése periodikus d; periddussal. Ez nyilvanvalé, ha d; = d, s igy b =
—Maj, by +di = —M — a;. Feltehetjiik tehat, hogy di < d. Ekkor b1 + d; benne van a [b1, ba] szamkozben. Igy I, és
Ja-re nyert szinezési feltétel szerint [by, by + di] és [b1 + di, b1 + 2d1] ugyantgy van szinezve.
Ha még by + 2d; is benne van I;-ben, akkor Iy és J, szinezésének egyezése folytan az utébbi szamkdz és a hozza
csatlakozo [by + 2d1, by + 3d] szinezése is megegyezik. Legyen ki az az egész, amelyre by + (k1 — 1)dy < —M —q; <
b1 + k1d;, akkor a gondolat ismételt alkalmazasaval azt kapjuk, hogy a

[b1, b1 +di], [b1 +d1, b1 + 2d1], ..., [b1 + (k1 — 1)d1, by + k1d4]

szamkozok szinezése mind megegyezik, és pedig az utolsé szamtol eltekintve csupa kiillonb6z6 szini szambol all mind-
egyik.

Az utolso szamkoz részben a Ji elejét fedi. Ez csak gy lehet, hogy b = 0, mert kiilonben az I;-gyel egyezd
szinezést Ji a |b1, by + di]-ben, s igy |b1+ +(k1 — 1)dy, b1 + k1di]-ben sem szerepls szint szamokkal kezd6dnék. Ez
azt is jelentihogy by = —M — a;, s igy S = S2. De nem lehetséges az sem, hogy b1 + (k1 — 1)d1 < —M — a; legyen,
mert ekkor a [by + (k1 — 1)d1, b1 + k1d;] szamkoz belsejében is volna egy Sy szint, tehat a széls§ szamokkal egyezd
szind szam.

Ezzel belattuk, hogy az I7 utolsé szaménak elhagyaséaval keletkezé szamkoz egymaéssal egyezs szinezési, d; kiilon-
b6z6 szinl szambol all6 szamkozokbdl tevédik Gssze.

Térjiink végiil vissza az egyezs szinezési és egymést részben atfedd I és J szamkozhoz. Lattuk, hogy

M —a;, —M —aj;], és a [-M — a;, —M — a; + d]

szamkozok szinezése megegyezik. Ha az utobbi szamkoz még teljesen I-hez tartozik, akkor [—-M —a; +d, — M — a; 4 2d]
szinezése megegyezik az el6bbi két szamkozével. Ha k az az egész, amelyre

-M—-a;j+(k-1)d<-M-—a; < —-M—a; + kd,
akkor a

-M —a;, —M —a;, [-M —a;, —M —a;+d], ...
J
[-M —a;+ (k—1)d, —M — a; + kd]

egymashoz csatlakozo szamkoz6k ugyantigy vannak szinezve és lefedik a [-M —a;, M +a;] szamkozt, tehat mindenesetre
a [—M, M| szamkozt is. Ezek szinezése tehat el6z6 megallapitasaink szerint dy szerint periodikus, és egy periodus dy
kiilonb6z6 szint szambol &ll. Mivel [— M, M]-ben mind a 100 szin el6fordul, igy dq = 100, és két szam szine pontosan
akkor egyezik meg, ha kiilonbségiik oszthaté 100-zal. —1982 és 1982 tehat kiilénb6z6 szini.

Megjegyzés. Latszolag itt csak egy véges szamkozrdl bizonyitottuk be, hogy szinezése periodikus 100 peridédussal, valojaban
azonban ez a bizonyitas azt is adja, hogy az egész szdmegyenes periodikusan van kiszinezve 100 hossztsagi periédussal. Legyen
ugyanis n tetszés szerinti egész szam és M akkora, hogy a [—M, M| szamkoz tartalmazza n-et, n + 100-at és szinezésében
mind a 100 szin el6fordul. Az elmondott bizonyitas ekkor is azt adja, hogy a [—M, M| szamkéz periodikusan van szinezve 100
hossztsagu, kiilonb6z6 szind szamokbol allé periddussal, tehat n és n+ 100 egyezs szind, n, n+1,...,n+ 99 viszont kiilénb6z6
szind szamok.



