Az aldbbiakban az origd kozéppontu korlapok éltal tartalmazott racspontok szamarol lesz szo. Erre elGszor egy
kozelits formulat adunk (1. tétel), majd egy pontos képletet (2. tétel). A ketts egybevetésébdl szép bizonyitast nyeriink

Leibniz egy tételére, amely szerint
1— 1 + l — 1 + = Z
stg—=t- =7
Racspontoknak a sik azon pontjait nevezziik, amelyek mindkét koordinataja egész szam. Az origoé kozépponti,
r sugard korlapot K (r)-rel jeloljiik; a K (r) korlapba es6 racspontok szama legyen N(r). Lassuk elGszor a kozelitd

formulat; ez Gausstol szarmazik.
1. Tétel. r = 3 esetén mr® — 5r < N(r) < 7r® + 5r.

Bizonyitas. A K (r) korlap minden racspontja koré irjunk egységnyi oldalhossziisagu és a tengelyekkel parhuzamos
oldala négyzetet, amelynek a kozéppontja a kiszemelt racspont. Az igy kapott négyzetek egyrétien lefednek egy D
tartomanyt, amelynek a teriilete nyilvin megegyezik a K (r)-be es6 racspontok szamaval, azaz N(r)-rel. D barmely

2
pontjanak az orig6tol vett tavolsiga legfeljebb r + -0 hiszen ha a P pont az U racspont koré irt négyzetben van,

2 . 2
akkor P és U tavolsaga legfeljebb g, és U tavolsaga az origotol legfeljebb r. Igy a K (r + §> korlap lefedi D-t,
2
2
tehat D teriilete, N(r) legfeljebb 7 (r + g) .
Masrészt a D tartomany tartalmazza a K [ r — - korlapot. Valoban, legyen a P pont tavolsdga az origdtol

2
legfeljebb r — - és legyen U a P-hez legkozelebbi (egyik) racspont. Ekkor kénnyen lathatéan P és U tavolsaga

2
legfeljebb g, igy U K(r)-ben fekszik, valamint az is lathato, hogy P az U koré irt négyzetbe esik, tehat P eleme
2
D-nek. Ebbdl kovetkezik, hogy D teriilete, N(r) legalabb 7 | r — -5 -

Ezzel belattuk, hogy

2 2
2 2
7rr2—7r7“\/§+g=7r<r—§> §N(T)§w<r+\/7_> =7rr2+7rr\/§+g.

Marmost konnyt ellenérizni, hogy r = 3 esetén 7rv/2 + g < 5r, amibdl a tétel azonnal kovetkezik.
Jelsljiik N (r)-nek 7r?-t5l valo eltérését h(r)-rel:
h(r) = |N(T) - 7Tr2|.

Ekkor a fenti Gauss-tétel ugy is megfogalmazhato, hogy r = 3 esetén h(r) < 5r. Ezt a becslést Gauss utédn sokan
élesitették. W. Sierpinski 1906-ban megmutatta, hogy alkalmas C' konstanssal h(r) < Cr?/® is igaz minden r > 1-re.
Kés6bb az /3 hatvany kitevgjét sikeriilt tovabb csokkenteni. A masik irdnyban G. H. Hardy bebizonyitotta, hogy
h(r) > /2 teljesiilhet akarmilyen nagy r-ekre. h(r) pontos nagysagrendje ma sem ismert. Legtjabban Alexander Ilié-
nek G. Kolesnik modszereit felhasznélva sikeriilt bebizonyitania, hogy minden pozitiv c-re h(r) < p35/54Fe teljestil, ha
r elég nagy.

Most ratériink az N (r)-et megadd pontos formula bizonyitasara. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezs szamelméleti
tételre: tetszoleges n pozitiv egész szdmra az x° + y> = n egyenlet egész megolddsainak szdma 4(d1 (n) —ds (n)), ahol
d1(n), illetve ds(n) jeloli az n szdm 4k+1, illetve 4k+3 alaki pozitiv osztdinak szdmdt. Igy péeldaul (£1)*+(£1)° = 2,
tehat z2 + y> = 2-nek négy megoldasa van (az elGjeleket négyféleképpen valaszthatjuk meg). Ennek megfelelsen
d1(2) =1 (2-nek 1 az egyetlen 4k + 1 alaki osztoja), d3(2) =0 és 4 = 4(1 — 0). Egy masik példa: 22 + y? = 25 Gsszes
megoldasa (+5) + 02, 02+ (£5)%, (£3)% + (+4)%, (£4)® + (£3)?, tehat a megoldasok szama 12. Mésrészt dy(25) = 3,
d3(25) =0és 12 =4(3 —0).

Ezek utan lassuk az N(r)-re vonatkozé formulat.
2

2. Tétel. Minden r = 0-ra
, 2 2
Nr)y=1+4+4 — | = — | —....
m =1+ - 5|+ |5
.

(Itt [x] jeloli = egész részét. A jobb oldali zarojelben csak véges sok tag van; az utolso tag + [?} , ahol k a legnagyobb

2

paratlan egész szdm, amely nem nagyobb 7°-nél.)



Bizonyitas. Legyen (z,y) egy K (r)-be esé racspont. Ekkor n = 2 + y? nem negativ egész, amelyre n < r2, tehat
n csak a 0,1,...,[r?] szamok valamelyike lehet. Ha n a fenti szamok valamelyike, de n > 0, akkor annyi racspontra,
fog teljesiilni z? + y? = n, ahany egész megoldasa van az x2 + y> = n egyenletnek, tehat a fent idézett tétel szerint
4(dy(n) — d3(n)). Igy N(r)-et Ggy szémithatjuk ki, hogy 4(di(n) — ds(n))-nek n = 1,2,..., [r*]-hez tartozo értékeit
Osszeadjuk, majd az Osszeghez 1-et adunk (mert az n = 0 értékhez tartozo origot még nem szamoltuk).

Képzeljlink most el egy tablazatot, amelyben felsoroljuk az n =1,2,..., [r2] szamok mindegyikének Osszes 4k + 1
alaki oszt6jat. Ebben a tabldzatban dy(1)+d1(2)+. .., +d1([r?]) darab szam fog szerepelni. A tablazatban az 1, 5, 9,
13, ... sorozatnak azok az elemei vannak felsorolva (esetleg tobbszor is), amelyek oszt6i valamely, r2-nél nem nagyobb

természetes szamnak. Az 1 minden n-re szerepelni fog, tehat a tablazat [r2] darab l-est tartalmaz. Az 5 annyiszor
2

T
szerepel, ahany 5-tel oszthato szam van r?-ig. Az 5-tel oszthato szamok kozott [E] -5 a legnagyobb, ami szdmitasba

r2 2 ) 2
jon, hiszen <{€] + 1> -5 > 35 = 2. Igy az 5-6s6k szama {E} . Ugyanigy, a tablazatban annyi 9-es szerepel, ahany

r2
9-cel oszthat6 szam van r’-ig, ezek szama pedig {3} . Végiil is azt kapjuk, hogy a tablazatban felsorolt szdmok szama,

S1=di(1) + ...+ di([r?]) megegyezik az

r2
Osszeggel. (Persze ez az Osszeg csak véges sok taghol all, az utolsé tag [—] , ahol m a legnagyobb 4k + 1 alakt szam
m

r2-ig.) Ugyanigy lathatjuk be, hogy
2 2 2
Sy = ds(1) +ds(2) + ...+ ds([r?]) = {_] . {_] N {_] L

Osszefoglalva az eddigieket,

N(r) =1+4(di(1) = d3(1)) +4(d1(2) = d3(2)) +... + 4(d1 ([r?]) - dg([rz])> =

=1+4(51—Sz)=1+4<[r2]— {g] + {g] - {;] +>

amivel a tételt bebizonyitottuk.

1
Amint a bevezetében mar emlitettiik, az el6z6 tételek segitségével meghatarozhatjuk az 1 — 3 + ET végtelen
r2 r2 r2
sor Osszegét. Legyen r > 1 paratlan egész szam. Jeloljiik S-sel az [r?] — {?} + {g] - ..+ [—2] Osszeget, és legyen
r

3
osztva). Megmutatjuk, hogy S —r < §' < S +7r.

Tegyiik fel, hogy r 4k + 1 alakd. Az S Gsszegben minden tag abszolut értéke legfeljebb annyi, mint az elézéé. Ha
2

r
S-ben az [—] utani tagokat kettesével zarojelezziik, akkor tehat minden zarojel értéke nem-pozitiv és igy S < S'.

r2 r2
S = [7“2] — [—} +...+ [—] (itt az utolso tag elGjele + vagy — aszerint, hogy r 1-et vagy 3-at ad maradékul 4-gyel
r

r

2 2

T T
Ha most S-ben a —[ 2] utani tagokat zarojelezziik parosaval (az utolso, {—2} = 1 tag maradjon par nélkiil),
T r

akkor a zarojelek értéke nem-negativ lesz, tehat S > S’ — [ ] > 8" — r. Ezzel belattuk, hogy r = 4k + 1 esetén

r+2
S <8 < S+r. Ugyanigy, r =4k + 3 esetén S —r < S’ < S, tehat S —r < 8’ < S + r mindig teljesiil.
Ha elhagyjuk S’-ben az egészrész-jeleket, akkor az

2 2 2 1 1 1
S’ — 2 _ T T___,_j:r_zz l——4+-—=... -
r 3+5 r r 3+5 r

osszeget kapjuk. S’ és S” eltérése legfeljebb annyi lehet, ahany tagbol all S’ (hiszen egy egészrész-jel elhagyasakor
1-nél kisebb hibat kovetiink el), ezért S" —r < §” < S’ + r. Végiil is azt kapjuk, hogy S” < S +r < S+ 2r, és
hasonléan, S” > S — 2r.
Az 1. és 2. tétel allitasa szerint
7r? —5r < N(r) =1+ 48 < 7r? + 5r



(feltettiik, hogy r = 3 ), amibol

5 1 5
%r2—2r<%r2—1r—1<S<%r2+1r<£r2+2r.
Igy az el6z6 becslést felhasznalva
1 1 1
T 4r<S—2r< 8" =2 l— - - - <S+2T<ET2—|—4T,
4 3 5 r 4
tehat r2-tel valo osztas utan
m 4<1 1+1 :l:1<ﬂ'+4
4 r 3 5 T Tr 4

Ebbél az egyenlStlenséghdl a Leibniz-tétel mar azonnal kovetkezik. Egy végtelen sor Gsszegén azt a szamot értjiik,
ahova a sor részletosszegei konvergalnak. Igy az az allitas, hogy

1 1 n 1 7
35 4
. . 11 1 T .
azt jelenti, hogy az a,, = 1— §+ T .+ 5 T (n=1,2,...) sorozat hatarértéke T Az imént levezetett egyenlStlenség
n —
. T 4 4 . . T 4
szerint |a, — — | < < — minden n = 1,2,.. .-re. Igy barmely pozitiv € szdmra |a, — — | < € ha, — < ¢,
4 2n — 1 n 4 n

4 T

azaz ha n > — Ez a konvergencia definicija szerint éppen azt jelenti, hogy lim a, = n amivel Leibniz tételét
£ n—o0

bebizonyitottuk.



