Havonta egy-egy, szdmomra valamilyen oknal fogva kedves feladatot mondok el. Ezek megoldésa, noha a kdzépisko-
laban oktatott ismeretanyagnal tobbet nem kivan, mégis mély, igazi matematikusi gondolkodéast igényel. A problémakra
a megjelenést kévets szamban megoldéast adok, azonban nem kivanok egyetlen problémat sem teljesen lezarni. Akar a
feladatokkal, akar azok megoldasaval kapcsolatban minden megjegyzést 6rommel veszek.

Csirmaz Laszlo
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A (végtelen) négyzethdlds papir minden mezdjébe egy-eqy természetes szamot kell irnunk gy, hogy minden mezdébe
annak a négy szamnak a szdmtani kiozepe keriiljon, melyek az oldalszomszédos négy mezdben dllnak. Ismeretes, hogy
ezt csak gy tudjuk megtenni, ha minden mezdbe ugyanazt a szamot irjuk. Valdban, keressik ki azt a mezdt (vagy az
egyik olyat), amelybe a szerepld egészek kozil a legkisebb kerilt. Ennek szomszédaiba is ugyanezt a minimdlis szdmot
kellett irnunk, ezek szomszédaiba is, €s igy tovabb. Ez pedig mdr mutatja, hogy az dsszes szerepld szdm szikségképpen
egyenld.

Ha a beirando szamok nem nemmnegativ egészek, hanem tetszdleges 0 és 1 kizé esd valds szamok lehetnek, akkor
mdr nem feltétlenil van minimdlis a beirt szdmok kézott. Ezért a fenti gondolatmenet nem alkalmazhatd. Mi a helyzet
ebben az esetben?
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Allitjuk, hogy a beirt szamok ekkor is egyenlék. Tételezziik fel, hogy nem igy volna, ekkor persze van két szomszédos
mez8, melyekben kiilonb6z6 szamok allnak. Igy (esetleg a papirlap elforgatdsaval) elérhetjiik, hogy legyen olyan mezd,
melyben nagyobb szam 4ll, mint a jobb oldali szomszédjaban.

Most minden mezére vonjuk ki az ott all6 szambol a jobb oldali szomszéd mezSben all6 szadmot, és a kiilonbséget
irjuk vissza a kisebbitendd helyére. A mezdSkben eredetileg 0 és 1 kozti szamok alltak, igy e kiilonbségek mind +1 és
—1 kozé esnek, tovabba az eléz6ek szerint akad a kiilonbségek kozott pozitiv is. Minthogy eredetileg minden szam
szomszédainak szamtani kozepe volt, ez a tulajdonsaga az Gj tablazatnak is megmarad. Vegyiik még észre, hogy az 14j
tablazatban akarmilyen sok, egymaéassal szomszédos, egy sorban 4all6 szdmot vesziink ki, azok 0sszege

(a1 —az)+(az—as)+ ... +(an—1—an) =a1—ay

alapjan megegyezik két, az eredeti tdblazatban taldlhat6 szam kiilonbségével, s igy biztosan kisebb 1-nél.

Jeloljiik 2a-val az 1) tablazatban allé6 szamok legkisebb fels§ korlatjat. Ez pozitiv, hiszen van pozitiv szam a
tablazatban, mésrészt legfeljebb 1, tehat a a < 1/2. Legyen k olyan egész szam, ami nagyobb 1/a-nal, s legyen e
pozitiv, de kisebb (a/4%)-nal. Ekkor van a tablazatban (2a — ¢)-nal nagyobb szam, hiszen 2a volt a legkisebb felsG
korlat. Ennek jobb oldali szomszédja nagyobb, mint 2a — 4¢, hiszen a masik harom szomszéd legfeljebb 2a, s ellenkezs
esetben szamtani kozepiik nem lehet (2a — €)-nal nagyobb.

Ugyanigy kapjuk, hogy ennek jobb oldali szomszédja nagyobb, mint 2a — 4 - 4 = 2a — 4%¢; ennek jobb oldali
szomszédja nagyobb (2a—43¢) -nél, még a (k—1)-edik jobb oldali szomszédja is nagyobb, mint 2a—4*"'e > 2a—a/4 > a.

Igy talaltunk k szomszédos mez6t, melyek mindegyikében a-nél nagyobb szam &ll, és k > 1/a miatt ezek Osszege
nagyobb 1-nél. Elgbb viszont megallapitottuk, hogy egy sorban 4lld, szomszédos szamok Gsszege kisebb 1-nél. Ellent-
mondasra jutottunk, s ezzel az allitast bizonyitottuk.

Az allitasbol az is kiolvashatd, hogy ha a négyzethalos papirt megfelelGen kitoltottiik, és a beirt szamok alulrél
és feliilrol is korlatosak (azaz van olyan M, hogy az Gsszes beirt szam —M és +M kozé esik), akkor minden mezsbe
ugyanazt a szamot kellett irnunk. Ennél tobb is igaz: ha csak annyit tesziink fel, hogy a beirt szamok alulrél (vagy
csak feliilrol) korlatosak, mar ebbdl is kovetkezik, hogy a szamok sziikségképpen egyenldk. E tétel egy altalanositasat
hasznalta Bdrdny Imre, Firedi Zoltan és Pach Jdanos a kovetkezd tétel. igazoladsara: Ha a sikra ugy helyeziink el
korlemezeket, hogy semelyik kettének ne legyen kozos belsé pontja, tovabba mindet legalabb 6 masik érintsen, akkor
vagy a korok kozéppontjai egy szabalyos haromszogracsot alkotnak és a korok sugarai egyenlék, vagy pedig a kor
sugarak kozott akarmilyen kicsinek is el kell fordulnia.



