Havonta egy-egy, szdmomra valamilyen oknal fogva kedves feladatot mondok el. Ezek megoldésa, noha a kdzépisko-
laban oktatott ismeretanyagnal tobbet nem kivan, mégis mély, igazi matematikusi gondolkodéast igényel. A problémakra
a megjelenést kovets szamban megoldéast adok, azonban nem kivanok egyetlen problémat sem teljesen lezarni. Akar a
feladatokkal, akar azok megoldasaval kapcsolatban minden megjegyzést 6rommel veszek.

Csirmaz Laszlo

*

Mutassuk meg, hogy az elsé 64 pozitiv egészbdl nem lehet olyan 4 x 4 x 4-es, hagyomanyos értelemben vett biivos
kockat elallitani, melyben az egy egyenesre es6 4 — 4 szam Osszege (beleértve a testatlokat is) ugyanannyi legyen.
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Tetszdleges x valds szdmra [x] jeloli x egész részét, vagyis a legnagyobb olyan egészt, mely még nem nagyobb x-nél.
Minden t = 2 természetes szdmra legyen
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Mdarmost a kérdés az: mit szamit ki ez a,képlettel definidlt” g(n) figgvény?

Hat = 2 és 1 < ¢ < t természetes szamok, akkor ¢ — i - [t/i]értéke éppen t-nek i-vel valo osztésakor kapott maradék.
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értéke 1, ha ¢ osztoja t-nek, kiilonben pedig 1-nél kisebb pozitiv szédm, hiszen ekkor a nevezs 1-nél nagyobb. Ezért (3)
egész része vagy 1 vagy 0, attol fiigg6en, hogy i osztdja-e t-nek vagy sem. Tehat a
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kifejezés megadja t azon d osztéinak szamat, amikre 1 < d < t — 1. Ez a szam csak akkor 1, ha ¢ primszam (hiszen
legalabb egy osztoja, ti. az 1, minden szamnak van), egyébként értéke legalabb 2. Ez pedig azt jelenti, hogy f(t) értéke
akkor 1, ha t primszam, és 0, ha t Osszetett.

Ezek utén térjiink at a g(n)-et definialo (2) formulara. Mivel f(i) = 1, ha ¢ prim, és f(i) = 0 egyébkent, azért

Z f(4) > n — 1 pontosan akkor &ll fenn, ha i legalabb akkora, mint az n-edik primszam, amit jeldljiink p,-nel. (Igy
j=2

példaul p; = 2,pa = 3,p3 = 5 sth.). Méas szavakkal
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Most fogadjuk el egy pillanatra, hogy az n-edik primszam kisebb 22"-nél, akkor

2277,

>

=2

1 "
T] =2 — (pn - 1),
L+ [Zj-:z f(j)]
hiszen i = p,-t6l i = 2*"-ig csupa egyest kellett tsszeadnunk. Ennek alapjan g(n) = p,,az n-edik primszam. Levon-
hatjuk a tanulsagot : igenis van olyan ,képlet”, ami az n-edik primszamot definidlja, bar ennek alapjan az n-edik prim
kiszamitasa sokkal tobb munkat igényel, mintha azt a ,,hagyomanyos médon” keresnénk meg.

Annak igazolasara, hogy az n-edik primszam 22" -nél kisebb, tekintsiik az alabbi n darab szamot :

(4) 2,241,22+1,24+1,...,22" " 4 1.



Ha megmutatjuk, hogy ezek koziil semelyik kett6nek nem lehet kozos primtényezGje, készen vagyunk: a (4) alatti n
darab szam mindegyike kisebb 22" nél, s mindegyiknek van az sszes tobbi primoszto6itol kiilonbozé primosztoja. Igy
22" el6tt legalabb nprimszam van, vagyis az n-edik prim kisebb 22" -nél.

Az viszont, hogy a (4) alatti szamok paronkeént relativ primek,egyszeriien kovetkezik abbol, hogy az elsg kivételével
az Gsszes tobbi paratlan, tovabba az a® — 1 = (a + 1)(al) Gsszefiiggés i-szeri alkalmazasaval

22 1= 4122 T+ ). 2+ DR+ DR+ D2 - 1).
Igy j < i esetén 2% 4+ 1 Osszes primosztdja osztdja (22i — 1)-nek is, vagyis nem lehet osztoja (221 + 1)-nek.

Nem nehéz belatni azt sem, hogy az n-edik prim még 2"-nél is kisebb, tehat (2)-ben 22" — t mindkeét helyen 2"-re
cserélhetnénk.



