Kedvenc Problémaim

Havonta egy—egy, szamomra valamilyen oknél fogva kedves feladatot mondok el. Ezek megoldasa, noha a kdzépisko-
laban oktatott ismeretanyagnal tobbet nem kivan, mégis mély, igazi matematikusi gondolkodast igényel. A problémakra
a megjelenést kovets szamban megoldéast adok, azonban nem kivanok egyetlen problémat sem teljesen lezarni. Akar a
feladatokkal, akar megoldaséaval kapcsolatban minden megjegyzést 6rommel veszek.

Csirmaz Laszlo
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Tetsz6leges x valos szamra [z] jeloli  egész részét, vagyis a legnagyobb olyan egészt, mely még nem nagyobb z-nél.
Minden t > 2 természetes szamra legyen
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Marmost a kérdés az: mit szamit ki ez a ,képlettel definialt" g(n) fliggvény?
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A hires négyszin—tétel azt mondja ki, hogy minden sikra (vagy gombre) rajzolhato térkép orszdgai négy szinnel kiszi-
nezhetdk gy, hogy szomszédos orszdagok kilonbézd szintdek legyenek. (Két orszdg szomszédos, ha kizis hatdrszakaszuk
van.) Az aldbbi dllitds ennek a tételnek egy specidlis esete, azonban van egy kozvetlen, egyszerd bizonyitdsa is. A feladat:
ezt a bizonyitdst megtaldlni.

Eqgy asztallapra dtfedés nélkil egybevigo fehér korongokat ragasztottak fel. Bizonyitsuk be, hogy a korongok kiszi-
nezhetdk négy szinnel igy, hogy az eqgymdssal érintkezd korongok kilonbozd szintek legyenek!
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Az allitast a korongok szamara vonatkozo teljes indukcidval bizonyitjuk be. A kezd& lépés trividlis: ha az asztallapon
1, 2, 3, vagy 4 korong van, azok mindig kiszinezheték a kovetelményeknek megfelelGen.

Most tegyiik fel, hogy az allitast mar tudjuk mindazokra az esetekre, mikor az asztallapra n — 1 korongot ragasz-
tottak fel, ebbsl akarjuk bizonyitani az allitas helyességét n korong esetére. Allitjuk:

akdrhogyan is helyeztik el a korongokat, mindig akad kozottik olyan, melyet legfeljebb hdarom mdsik érint.

Ha ezt mar belattuk, készen vagyunk: az n korong koziil ezt (vagy az egyik ilyet) elhagyva, a megmaradt n — 1
korongot az indukcios feltevésiink értelmében kiszinezhetjiik négy szinnel tgy, hogy érintkezs korongok kiilénbozé
szintek legyenek. Az elhagyott n-edik korong legfeljebb harom masikkal érintkezik, igy azok szinezésére legfeljebb
harom szint hasznaltunk el. Az n-edik korongot a fel nem hasznalt szinek barmelyikével kifestve, a korongok megfelels
szinezését kapjuk. A teljes indukcio elve alapjan ez a feladat allitasat bizonyitja.

A dolt betis allitas bizonyitasa maradt csak hatra. Valasszuk egységnek az egybevagd korongok atmérdit, s vegyiink
fel egy olyan egyenest az asztallap sikjaban, melynek nincs kozos pontja az asztallappal (és igy egyetlen koronggal
sem). Toljuk el az egyenest énmagéval parhuzamosan az asztal felé egészen addig, mig elGszor megy at egy (vagy
tobb) korong kézéppontjan. Jeloljik az egyenesnek ezt a helyzetét e-vel. Az e-n legalabb egy korongkozéppont van, és
az Osszes kozéppont e-nek ugyanarra a partjara esik. Az e-n taldlhato kozéppontok kozott két széls6 van (vagy csak
egy, ha e-n egyetlen ilyen talalhato), ezek koziil az egyik legyen P. Allitjuk, hogy a P kozépponti korongot legfeljebb
hérom maésik érintheti.

Tegyiik fel, hogy ez nem igy van: legyen A, B, C, D négy érinté korong kozéppontja. Az Osszes korong egységnyi
atmeérgjd, ezért a PA, PB, PC, PD tavolsagok egységnyiek, tehat A, B, C, D rajta van a P kbzépponti egységnyi
sugart k koron. Ezt a k-t az e egyenes két félkorre vagja szét, és e valasztdsa miatt A, B, C, D ugyanarra a félkorre
esik, mondjuk ebben a sorrendben.

Az A, B, C, D kozéppontu egységnyi atmérdji koroknek nincs k6zos belsé pontjuk, kovetkezésképp az APB <,
BPC «, valamint CPD < mind legalabb 60°-o0s. Tehat az APD < legalabb 180°, s mivel A és D ugyanarra a félkorre
esik, pontosan 180°. Ez pedig lehetetlen, mert akkor A-nak és D-nek is az e egyenesre kellene esnie, s igy P nem lenne
az e-re es6 kozéppontok kozott szélss.

Ezzel a délt betis allitas bizonyitasat (is) befejeztiik.



