Havonta egy-egy, szdmomra valamilyen oknal fogva kedves feladatot mondok el. Ezek megoldésa, noha a kdzépisko-
laban oktatott ismeretanyagnal tobbet nem kivan, mégis mély, igazi matematikusi gondolkodéast igényel. A problémakra
a megjelenést, kovetd szamban megoldast adok, azonban nem kivanok egyetlen problémat sem teljesen lezarni. Akar
a feladatokkal, akir azok megoldasaval kapcsolatban minden megjegyzést 6rommel veszek.
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A hires négyszin-tétel azt mondja ki, hogy minden sikra (vagy gombre) rajzolhato térkép orszégai négy szinnel
kiszinezhetSk gy, hogy szomszédos orszagok kiilonb6z6 szintiek legyenek. (Két orszag szomszédos, ha, kozos hatér-
szakaszuk van.) Az alabbi allitas ennek a tételnek egy specialis esete, azonban van egy kozvetlen, egyszeri bizonyitésa
is. A feladat: ezt a bizonyitast megtalalni.

Egy asztallapra atfedés nélkiil egybevagd fehér korongokat ragasztottak fel. Bizonyitsuk be, hogy a korongok
kiszinezhet6k négy szinnel gy, hogy az egyméssal érintkezd korongok kiilonb6zé szindek legyenek !
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Ha adott n egész szam (n > 2), akkor kizilik mindig kivdlaszthaté néhdny (lehet, hogy csak egy), melyek dsszege
oszthaté n-nel. Ez eqy jol ismert feladat, melyet az un. ,skatulya elvvel” lehet megoldani. Altaldban semmit nem lehet
mondani arrdl, hogy a kapott dsszeg hdany tagu. Bizonyitsuk be, hogy akdrhogyan is adott 2n — 1 darab egész szdam,
mindig kivdlaszthato kézolik pontosan n, melyek dsszege oszthato n-nel!

£

Az allitds n = 2-re nyilvanvaldan igaz : harom egész szam kozott van két azonos parossagu, s ezek Gsszege oszthatd
2-vel. Hasonl6, bar kissé bonyolultabb a bizonyitds n = 3-ra. Ha az 0t szam kozott a 3-mal valdé osztasra nézve
mindhéarom maradék (0, 1, 2) elsfordul, akkor egy ilyen, egy olyan és egy amolyan Gsszege oszthato 3-mal. Ha viszont
csak kétféle maradék szerepel, akkor valamelyik maradék haromszor is megtalalhaté, s harom azonos maradékot ado
szam Osszege is oszthaté 3-mal.

n = 4-re egy 1j Otletet vetlink be. (Ez volt az 1968. évi Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny II. forduldjanak egyik
feladata.) Harom egész szam kozott van kettd, melyek Gsszege oszthato kettdvel, igy van az adott 7 szam kozott is,
legyenek ezek a és b. A megmarado 6t szam kozott is van kettd, ¢ és d, melyek Osszege paros, végiil az utolsé harom
kozott is talalunk ilyen kettst, e-t és f-et. Most (a4 b)/2, (c+d)/2, (e+ f)/2 egész szamok, tehat koziilikk van kettd,

a+b c+d\
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melyek Osszege oszthato kettével. Legyenek ezek, mondjuk (a+0b)/2 valamint (c+d)/2. Igy tehat 3 (

b d
atbtetd is egész, vagyis a a + b+ ¢ + d oszthatd 4-gyel. Ezzel megtalaltuk a keresett négy szamot.

Ugyanez altalaban is igaz: Ha (2p — 1) egész szam kozott mindig van p darab, melyek Gsszege oszthato p-vel, és
(2q — 1) egész szam kozott mindig van g, melyek Osszege oszthato g-val, akkor ugyanez igaz pg-ra is: (2pg — 1) egész
szam kozott mindig van pg darab, melyek Gsszege oszthato pg-val. Valoban, ha a (2pg— 1) szam koziil mar (2 — 2)-szer
kivalasztottunk p — p darabot tgy, hogy ezeknek a p-eseknek az dsszege, s1, s2, ..., s24—2 rendre oszthaté p-vel, akkor
meég (2pg — 1) — (2¢ — 2) - p = 2p — 1 darab szamunk marad, melyekbdl feltevésiink értelmében kivalaszthatunk még
p darabot, melyek Osszege, saq—1, Szintén oszthaté p-vel. Az s1/p, so/p, ... s2q—1/p egyiitt 2¢ — 1 darab egész szam,
igy van kozottiik pontosan g, melyek Gsszege oszthaté g-val, mondjuk

s1/P+ .- +8q/p _s1t+-..+ 5
q pq

egész. Am ekkor az els6 ¢ darab p-es csoportban allo pg darab szam Gsszege oszthato pg-val, s ezt akartuk belatni.

A feladat allitasat n = 2 és n = 3 esetében mar belattuk, s az elébbick alapjan mar kovetkezik az 6sszes n = 2% - 3!
alaku szamra is. Ahhoz, hogy minden n-re igazoljuk, elegendé csak azokat az eseteket tekinteniink, amikor n 3-nal
nagyobb primszam, hiszen primek szorzataként minden ketténél nagyobb egész szam elGall.

Legyen tehat n > 3 prim, és legyen adva (2n — 1) egész szam. Jelolje a1, ag, ..., ao,—1 ezeknek n-nel valo
osztasakor kapott maradékait (0 < a; < n). Kiilonboztessiink meg két esetet : a) Van olyan maradék, amely legalabb
n-szer el6fordul. Ebben az esetben a megfelel6 n-es nyilvanvaloan létezik. b) Minden maradék legfeljebb (n — 1)-szer
szerepel. Ekkor a szamok sorrendjét meg tudjuk valasztani ugy, hogy as és as, a4 és as, dltaldban ag; és ag;41 kiillonbozs
legyen. (Példaul tgy, hogy el6szor a szamokat olyan sorrendbe tessziik, hogy az egyforma maradékokat adok egymas
mellé keriiljenek, majd a szamokat ebben a sorrendben az 1, 3 ..., 2n—3, 2n — 1, 2, 4, ..., 2n — 2 sorszamu
helyekre tessziik.) Allitjuk, hogy minden 1 < i < n-re az (ebben a sorrendben) elsé (2i — 1) szambol kivalaszthato
i-es Osszegek legalabb 4 kiilonb6z6 maradékot adnak n-nel osztva. Ebbdl a feladat allitasa azonnal kovetkezik: az n-es
Osszegek legalabb n kiilonb6z6 maradékot adnak, tehat a 0 maradéknak is el6 kell fordulnia.

Ezek szerint csak e legutébbi allitasunk igazolasa maradt hatra. Ezt i-re vonatkozo6 indukciéval tessziik meg. ¢ = 1-re
az els6 2¢ — 1 = 1 szam n-nel osztva legalabb 1 kiilonb6z6 maradékot ad.

Legyen most i < n, és z1, x2, ..., x;, olyan i-tagi Osszegek, melyek tagjai ai, ... ag;—1 kozil keriilnek ki, s
melyek n-nel osztva kiillonb6z6 maradékokat adnak. Ilyenek az indukcios feltevésiink szerint léteznek. Tekintsiik most



a kovetkezo (i + 1)-tagt Osszegeket :

1 + agq, T2 + agq, ceey Tp tagg,
r1 + a2i+1, T2+ a1, .., Ti+ 0241-

Sem a felss, sem az alsé sorban nincs két olyan szam, mely n-nel osztva ugyanazt a maradékot adna. Igy ahhoz,
hogy azt igazoljuk, hogy ezen (i + 1)-tagu Osszegek kozott legalabb ¢ + 1 kiilonb6z6 maradék fordul els, elegendd
ellendrizniink, hogy a fels§ és az als6 sorban nem fordulhatnak el6 pontosan ugyanazok a maradékok. Valoéban, ha ez
igy volna, akkor a fels6 sorban allo szamok Gsszege és az als6 sorban allo szadmok Gsszege is ugyanazt a maradékot
adné, azaz kiilonbségiik: i - ag; — i - agy1 =i+ (a2; — agi41) oszthato lenne n-nel. Mivel 1 <4 < n, n nem osztoja i-nek,
tovabba az ag; és ag;4+1 valasztdsa miatt nem osztoja (az; — azi+1)-nek sem. Ez pedig lehetetlen, mivel n primszam, s
ha osztdja egy szorzatnak, akkor osztéja valamelyik tényezgjének is.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyezziik, hogy a feladat allitasa 2n — 1 szdmnél kevesebbre nem igaz. Legyen ugyanis 2n — 2 szam kozil n — 1
oszthatd m-nel, és a tobbi n-nel osztva adjon 1 maradékot. Ezek koziil nem valaszthatoé ki n ugy, hogy Osszegiik n-nel
oszthato legyen.



