Havonta egy-egy, szdmomra valamilyen oknal fogva kedves feladatot mondok el. Ezek megoldésa, noha a kdzépisko-
laban oktatott ismeretanyagnal tobbet nem kivan, mégis mély, igazi matematikusi gondolkodéast igényel. A problémakra
a megjelenést kovets szamban megoldéast adok, azonban nem kivanok egyetlen problémat sem teljesen lezarni. Akar a
feladatokkal, akar azok megoldasaval kapcsolatban mindenfajta megjegyzést 6rommel veszek.

Csirmaz Laszlo
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Ha adott n egész szamunk (n 2 2), akkor koziiliik mindig kivalaszthato néhény (lehet, hogy csak egy), melyek
Osszege oszthatd n-nel. Ez egy jol ismert , skatulya elves” feladat, altalaban semmit nem lehet mondani arrol, hogy a
kapott Osszeg hany tagi. Bizonyitsuk be, hogy akarhogyan is vesziink 2n — 1 darab egész szamot, mindig kivalaszthaté
koziiliik pontosan n, melyek Osszege oszthatoé n-nel!
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Jol ismert, hogy kilonbozd pozitiv egész szamok reciprokaink dsszegeként akdrmilyen nagy szdmndl nagyobbat kap-
hatunk. Ezt a tényt mdasképpen ugy fejezziik ki, hogy az un. harmonikus sor:
1+ 1 + ! + + ! +
5Tzttt
divergens. Bizonyitsuk be, hogy ha csak azokat a pozitiv egész szamokat tekintjiik, melyek tizes szamrendszerbeli alak-
jaban nem szerepel nulla, ezek reciprokainak dsszege kisebb egy korldtndl.

Annak bizonyitésa, hogy a harmonikus sor divergens, példaul a kvetkezoképpen torténhet. Az 1,1/2,1/3,...,1/9
szamok mindegyike nagyobb 1/10-nél, tehat
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14+—-+...+ = - —
—|—2—|— +9>9 10
Az 1/10, 1/11, ..., 1/99 szamok mindegyike nagyobb 1/100-nal, ezért
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Altalaban ugyanezeért
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Igy valéban, kiilonboz6 természetes szamok reciprokainak dsszegeként akdrmilyen nagy szamot el tudunk allitani.
A feladat allitasat is hasonlé moédszerrel bizonyitjuk. Mivel a nulldt nem tartalmazéd n jegyd szamokbol pontosan
9" darab van (minden helyi értéken a kilenc lehetséges szamjegy barmelyike el6fordulhat), s ezeknek a szdmoknak
az értéke nagyobb 10"~ '-nél, ezért reciprokaik dsszege kisebb, mint 9™ /10" !, Most ha vesziink véges sok kiilonb6zs
pozitiv egészet, melyek egyike sem tartalmazza a nulla szdmjegyet, és koziililk a legnagyobb éppen n jegytd, akkor
reciprokaik Osszege legfeljebb
11 1,1 1 9 9"
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Felhasznalva azt, hogy 0 < x < 1 esetén

1—2" 1

l+z+22+.. . +2" =
11—z 1—=z

kapjuk, hogy (1) jobb oldalanak értéke

9 9\ ! 1
1+ = 4. +(= 0.
9( T +(1o) )<9 =910 0

Igy akarhany ilyen szam reciprokat is tekintjiik, ezek 6sszege sohasem haladhatja meg a 90-et. Ezzel bizonyitottuk az
allitast.

Erezhetd, hogy a most kapott fels6 korlat eléggé elnagyolt becslés, és a reciprokok Gsszege meg sem kozelitheti a
90-et. Valoban, ha az Osszes, legfeljebb 6tjegyt, nulla jegyet nem tartalmazoé egész reciprokat adjuk Ossze, az Osszeg
minddssze 9,83 koriili, s minden tovabbi tag hozzdadasa is legfeljebb 0,000 01-gyel valtoztatja meg ezt az értéket. Azt
gondolhatnank tehat, hogy ez a 9,83 mar nagyon kézel van a lehetd legjobb felsé korlathoz, és példaul az Gsszegek
10 f6lé mar nem is keriilhetnek. Ez azonban nem igy van, itt érvényes a ,,sok kicsi sokra megy” elve. A legjobb felsé
korlat pontos megbecslése egyaltalan nem konnyt feladat. A legegyszertibb modszer, vagyis az, hogy addig adogatjuk
Ossze a reciprokokat, mig az Osszeg mér ,,csak nagyon kicsit valtozik”, nem mikodik: a 25 (huszondt!) jegyd szamok
reciprokait is figyelembe véve az 6sszeg még mindig t6bb mint eggyel kisebb a pontos értéknél, mely 5 tizedes jegyre
23,103 45.



