Az alébbi feladatot, mely R. Bellman amerikai matematikustol szérmazik, D. O. Skljarszkij—N. N. Csencov—1 M.
Jaglom: Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébdl 2/2. Geometriai egyenlétlenségek és szélsGértek
feladatok c. gytjteményben talaltam (40. feladat):

Egy turista eltévedt az erddben, ismeri az erdd alakjdt és méretét, de nem tudja, 6 maga hol van. Tervezzik meg
azt a minimdlis hosszusdgu tutvonalat, amelyet kévetve biztosan kijut az erddébdol!

A feladatot az erdd alakjatol fiiggSen tobb esetben vizsgéljuk. Az els6 kett6ben a minimalis hosszisagu kivezets
utat a feladatgyijtemény ismerteti.

1. Az erdd alakja kor. A megoldas: Haladjunk mindig egy iranyban, igy legfeljebb d egység megtétele utan kijutunk
az erd6bél, ahol d a kor atmérsje. Allitjuk, hogy ez a legrévidebb ttvonal, amit kovetve feltétleniil kijut a turista az
erd6bdl. Ugyanis tegyiik fel, hogy létezik révidebb utvonal. Helyezziik ennek kézéppontjat (hosszanak felezési pontjat)
a kor kozéppontjaba, O-ba. Ha O-bol a végpontok valamelyike felé megyiink, nem juthatunk d/2-nél messzebbre,
hiszen az utvonal hossza kisebb d-nél. Igy az utvonal végérsl indulva nem juthatunk ki az erdsbdl, tehat nem létezik
d-nél rovidebb at (1. abra).

1. dbra

2. Az erdd félsik alaki, és tudjuk, hogy az erdd szélétdl legfeljebb d tavolsagra vagyunk.

2. dbra

A 2. abran lathato a legrovidebb kivezets utvonal. Az OABC D utvonal hossza kb. 6,40 d, amibsl OA = 2d/\/§,
AB = d/\/§, BC = 7dn/6 és CD = d. Ennek bizonyitasa a fent emlitett feladatgytjtemény szerint megtalalhato J.
R. Isbell, An optimal search pattern (Naveb. Res. Logist. Quart. 1957. 4. szam 357-359. oldal) cimi cikkében.

3. Az erdd d szélességi sdv, illetve olyan d oldala téglalap, melynek masik oldala legalabb 2,278 d.

Erre az esetre V. A. Zalgaller adott megoldast, de ezt nem sikeriilt megtalalnom.

4. Az erdd alakja négyzet. A minimélis hosszusaga kivezetd ut d oldali négyzet esetén a kovetkezs. Haladjunk egy
kitizott irdnyban; legfeljebb dv/2 utat (az 4tl6 hosszat) megtéve kijutunk az erdébol. Tegyiik fel, hogy az U-val jelzett
atvonal mindig kivezet a négyzet belsejéb6l. Megmutatjuk, hogy U hossza legalabb dv/2.



3. dbra

™ x

4. dbra

5. dbra

Ha U-t el tudjuk helyezni a négyzet belsejében Ggy, hogy nem metszi annak egyik oldalat sem, akkor az ttvonal
rossz, hiszen nem vezet ki az erdébdl. Jeloljiik egy d éld négyzet csiacsait A, B, C, D-vel. Helyezziik el U-t az AB és
AD félegyenesek altal hatarolt siknegyedben tgy, hogy az AB, illetve AD félegyenesekkel legalabb egy k6zos pontja
legyen és teljes egészében ezeknek a félegyeneseknek a C' csucsot tartalmazo oldalara essen, azaz AB és AD az U
tamaszegyenesei legyenek. Az el6bbiek miatt U metszi vagy BC-t, vagy DC-t, vagy mindkett6t (a ,metszés” azt
jelenti, hogy van koz6s pontjuk), mert kiilonben U-t az AC atloval parhuzamosan megfelelGen kis tavolsiggal eltolva,
az utvonal teljes egészében a négyzet belsejébe keriilne. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy U a BC-t metszi. Tehat
U-nak van (legalabb) egy X pontja az AB-n, egy Y pontja a BC-n és egy T pontja az AD oldalegyenesen (3. abra).

Forgassuk U-t az 6ramutatd jarasaval ellenkezd iranyban, és kozben toljuk is el agy, hogy AB és AD minden
pillanatban tamaszegyenes maradjon. U folytonossédgabol kovetkezik, hogy ez az ,, érintve—forgd” mozgas folyamatos,
s igy helyes a kovetkezs gondolatmenet: kezdetben U metszi BC-t. A forgatds minden pillanatdban metszenie kell BC
és DC kozil legalabb az egyiket. 90°-os elforgatés utan T az AB-re, Y a DC oldalegyenesre keriil, vagyis U metszi
DC-t (4. abra). Tehat volt olyan helyzete U-nak, amikor BC-t és DC-t is metszette. Ebben a helyzetben U-nak a
négyzet minden oldalegyenesén van legalabb egy pontja, hiszen AB és AD tamaszegyenesek.



Jeloljik a négy metszéspontot P, @, R, S-sel, amelyek rendre az AB, BC, DC, AD oldalegyeneseken vannak
(lehetnek az oldalak meghosszabbitasan is, 5. abra). Vizsgéaljuk meg, milyen sorrendben koti dssze U ezeket a pontokat!
Feltehetjiik, hogy P az elsé. Ekkor lényegében két esetet kiilonboztethetiink meg:

1. A méasodik pont a szemkozti oldalegyenesen van, azaz a méasodik pont az R, tovabba feltehetjiik, hogy a harmadik
pont az S és az utols6 a @ (6. abra). Ekkor PR > AD és SQ > AB, igy U hossza > PR+ RS+SQ > AD+AB > BD.

2. A masodik pont az AB-vel szomszédos oldalegyenesen van, legyen ez példaul a Q). Most még két eset maradt:

2a) A harmadik pont az R és a negyedik az S. Az RDS és a PB(Q derékszogli haromszoghen RD < RS és
BQ < PQ.
2b) A harmadik pont az S és a negyedik az R. Ekkor SD < RS és BQ < P(Q), tehat a 2. esetben az ut hossza

csokken (legalabbis nem nd), ha P helyett B-b6l megyiink Q-ba és S, illetve R helyett D-ben fejezziik be az utat. Igy
viszont a megtett it legalabb BD, tehat U hossza > BD.

t 2a eset 2b eset
D A

6. dbra

Minden esetben azt talaltuk tehat, hogy U hossza nem kisebb az atlé hosszanal, és ezt akartuk bizonyitani.

A bizonyitas altaldnosithat6 téglalapra bizonyos megkotéssel:

Ha feltessziik, hogy U-nak van olyan helyzete, melyben egyszerre metszi a tavolabbi oldalpart, akkor a bizonyitas
kozvetleniil atvihets, azaz U nem révidebb a téglalap atlojanal. Ha viszont ez nem igaz, akkor U-t barmilyen irdnyba is
forditjuk, mindig a két tavolabbi oldal k6zé esik, tehat U-nak mindig metszenie kell az egyméshoz kozelebbi parhuzamos
oldalakat. Legyen ezek tavolsaga h, ekkor a megoldéas ugyanolyan, mint egy h szélességt savban. Ez a kovetkezst jelenti:

Egy téglalapban az oldalak aranyatol fiiggéen vagy az atlé a megoldas, vagy megegyezik a sédvra vonatkozé megol-
dassal (hataresetben a ketts azonos eredményt adhat). Sajnos nem ismerem Zalgaller megoldasat, igy nem tudom, hol
a hatér, de ez biztosan kisebb az altala megadott 2,278-nal és nagyobb, mint v/3 ~ 1,732. Tehat ha egy téglalapban
az oldalak ardnya nem nagyobb V/3-nal, akkor a legjobb stratégia elindulni egy kivéalasztott irdnyban, s igy legfeljebb
az atlo megtétele utan kijutunk az erdébél. Ilyen téglalap az Osszes paros oldala szabalyos sokszogben talalhato, ha
kivalasztunk négy megfelel csicsot. A szabalyos hatszégben az oldalak ardnya éppen V3.

5. Az erdd alakja pdros oldali szabdlyos sokszdg. Az a stratégia, amelyik biztosan kivezet a sokszogbdl, kivezet a
beleirt téglalapbdl is, igy az Gt hossza legalabb akkora, mint az 4tld, azaz a sokszog koré irt kor atmérGje. Ez pedig
megvalosithatd, hiszen tetszéleges irdnyban haladva mindig kijutunk legfeljebb az atmér6 megtétele utén.

Osszefoglalva: korbdl, téglalapbol (az oldalak aranya < /3), paros oldala szabalyos sokszdgbdl akkor jutunk ki
leghamarabb, ha elindulunk egy kivalasztott iranyban. Igy legfeljebb a koré irt kor atmeérdjével egyenls hosszi utat
kell megtenni.

Megoldatlan a probléma szabalyos haromszogre és altalaban paratlan oldali szabalyos sokszogekre. Erdekes, hogy
egy szabalyos haromszog alaktl erdébdél biztosan ki lehet jutni anélkiil is, hogy az oldal hosszanak megfelel§ utat
megtennénk. T6bb ilyen utvonalat is talaltak, de a legrovidebb ut még ismeretlen. A feladatot atvihetjiikk harom
dimenziéba is. Példaul melyik az a legrovidebb térgorbe, amelyik biztosan kivezet egy testb6l? Gombre hasonlé a
megoldas, mint a sikban a korre, de kockara a bizonyitds mar nem vihets 4t.

To6th Gabor (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.)



