Problémdk egy megoldott feladat kapcsdan

Az 1981. évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuldverseny 2. feladata [ bastyak elhelyezésével kapcsolatos, egy, a
szokésostol tobb vonatkozasban eltérd sakktablan. A szokvanyos sakktabla 8 x 8 mezgbdl all, és ezek felvaltva vilagosra
és sOtétre vannak festve. A feladat tablai tovabbra is négyzet alakdak, de lehetnek nagyobb és kisebb mérettiek is a
sakkban hasznélatosnal. Emellett nagyon sokszintdek: legfeljebb két-két mezd lehet egyszind. (A szinek szama tehat
legalabb n?/2.) A szinek valtakozasara ezen til nincs semmi megszoritas. A tovabbiakban egy ilyen sakktablat réviden
szines sakktdblanak fogunk nevezni.

Az emlitett feladat ekkor a II. megoldasban bizonyitott, kissé &ltalanositott formajaban igy fogalmazhato:

Ha n legaldbb 3, akkor barmely n x n-es szines sakktdbldn elhelyezhetd n bastya kildnbézd szind mezdkre ugy, hogy
semelyik kettd ne ithesse egymdst. (n bastya ilyen elhelyezését roviden békés elhelyezésnek fogjuk nevezni.)

Az emlitett II. megoldasban azt bizonyitottuk n-re vonatkoz6 teljes indukcioval, hogy ha n legalabb 4, és van egy
mez6, amelyikre nem szabad béastyat helyezni, akkor is lehetséges békés elhelyezés egy n x n-es szines sakktablan. A
bizonyités érdekessége, hogy a nehézséget a kezds eset targyalasa jelenti, tehat 4 béastya békés elhelyezése egy 4 x 4-es
szines sakktablan, ha egy mezg tiltott. Annak bizonyitasa, hogy ha valamilyen ng-ra ng X ng-as sakktablara igaz az
allitas, akkor igaz (no + 1) x (ng + 1)-es sakktéblara is, mar szinte magatol értet5dé.
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Az emlitett kezds eset targyaldsdhoz be kellett latni és felhasznalni azt is, hogy ha 3 x 3-as szines tdablanak egy
mezdjére tilos bdstydt tenni, akkor az 1. dbra szerint szinezett tablan nem lehetséges békés bastyaelhelyezés — és termé-
szetesen az ebbdl sorok vagy oszlopok felcserélésével vagy dtlora valo tikrézéssel keletkezd szinezéseknél sem —, de eqyéb
szinezésnél lehetséges.

Figyeljiik meg, hogy ennél a szinezésnél barmelyik 2 x 2-es résztablanak legalabb az egyik atlojaban kiilonbozé
szind mezdk allnak. Ezt az észrevételt a késébbiekben fel fogjuk hasznalni.

Abbol, hogy 4 x 4-es szines tablan egy tiltott mezs6 esetén is van mindig békés bastyaelhelyezés, mar az is konnyen
belathato volt, hogy 2-nél nagyobb n-re az n X n-es szines sakktablan akkor is lehetséges békés bastyaelhelyezés, ha van
n — 3 mezd, amelyekre tilos bastydt tenns.

A kovetkezGkben azt vizsgalom, mennyire novelhetG tovabb azoknak a mezdknek a szama, amelyekr6l ki vannak
tiltva a bastyak. Megmutatom a kovetkezét:

TETEL. Ha n > 5 és az n x n-es sakktdbldn megtiltjuk legfeljebb 2n — 5 mezdre bdstya elhelyezését — azzal az egy
kikdtéssel, hogy nem lehet sem egy sor, sem egy oszlop minden mezeje tiltott —, akkor elhelyezhetd a tdbldn n bdstya
kiilonbozd szind mezdkre gy, hogy semelyik kettd ne dithesse eqymadst.

A bizonyitas tovabbra is teljes indukcioval fog torténni, és tovabbra is a kezd§ eset tisztazasa fog csak gondot
okozni, nem is keveset, a tulajdonképpeni indukcios 1épés joforman semmit. A kezd$ esetnél 1épésrdl 1épésre haladva
a kovetkezgket fogjuk belatni:

a) 4 X 4-es szines tabldn 2 tiltott mezd esetén is van békés bdstyaelhelyezés.
b) 4 x 4-es szines tablan 3 tiltott mezd esetén csak akkor nincs békés bastyaelhelyezés, ha
a tiltott mezdk egy sorban vagy egy oszlopban vannak, és ekkor is csak a 2. dbrdn feltiintetett szinezés esetén,
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tovdbba az ebbdl sorok, oszlopok cseréjével, valamelyik datlora valo tikrozéssel keletkezd szinezésnél,

végiil az olyan szinezésnél, amelyik a jobb felsd 3 x 3-as résztablanak a jobbra felfelé haladé dtldjdra vald tikrézésével
keletkezik.
(Az iiresen hagyott mezgkre nem keriilhet bastya békés elhelyezésnél, igy azok szinezhetSk pl. egy-egy tjabb szinnel.)

¢) Az 5 x 5-0s tablan még 5 tiltott mezd esetén is van békés bastyaelhelyezés, kivéve, ha egy sor vagy egy oszlop
dsszes mezdi a tiltottak.

A ¢) allitas a bizonyitandé tétel speciélis esete n = 5-re (a ,kezd eset”). Ha ehelyett csak a)-t hasznaljuk fel, akkor
n x n-es szines sakktablan a tilthaté mezdk szaméat (n — 3)-rol csak (n — 2)-re tudjuk novelni. Igy abban sem lehetiink
biztosak, hogy ne lehetne a bizonyitandd 2n — 5 mezénél tobbre is megtiltani bastyak helyezését, ha n novekszik. Az
eddigiek utan az latszik valészintinek, hogy lehet.

*Megoldasat lasd e Lapok 1982 évi februéri szaméaban, 54-58. oldal



Még azt sem lattuk be, hogy 5 x 5-0s tablan nem lehet 5-nél tobb mezére megtiltani bastyak elhelyezését. Ehhez
csak egy ellenpélda kell. Ez esetiinkben azt jelenti, hogy gy kell egy 5 x 5-0s tablarél 6 mezét elhagyni, és a maraddkat
kiszinezni, hogy egyik sornak vagy oszlopnak se legyen minden mezeje tiltott, a maradé mez6kon mégse legyen lehet-
séges békés bastyaelhelyezés. Probaljon az olvaso ilyet csinalni, nem tul nehéz! Ha ez sikeriil, tovabbi meglepetésben
is lesz része. Az ellenpélda atvihets tetszés szerinti n mellett annak megmutatasara, hogy az n x n-es tablarol elhagy-
hatunk 2n — 4 = 2(n — 2) mezst, és a megmaradokat kiszinezhetjiik ugy — egy szint legfeljebb két mezs szinezésére
hasznalva —, hogy a tablan ne létezzék békés bastyaelhelyezés. Ezek szerint bizonyitando tételiink nem javithato tovdbb.

2n — 5 tiltott mezonél kikotottiik, hogy ne legyen egy sor vagy egy oszlop minden mezeje tiltott. Tehetnénk
hasonléan tovabbi megszoritasokat a tiltott mez&k elhelyezésére és kérdezhetnénk, hogy igy meddig novelhet§ a tiltott
mez6k szama, de ezzel egyre kevésbé érdekes kérdésekhez jutunk. Természetesen meriil fel viszont a szinezési feltétel
gyengitése. Mit mondhatunk, ha csak azt kotjiik ki, hogy ne legyen 3-nal tobb egyszinti mezg; altaldban ha valamilyen
k pozitiv egész szdmra azt tessziik fel, hogy nincs k-nal tobb egyszind mez6 ? Igaz-e, hogy minden k pozitiv egészhez
van egy olyan m(k) korlat, hogy barmely n X n-es tablan van békés bastyaelhelyezés, ha n > m(k) és a tabla szinezésére
az utoljara mondott feltétel teljesiil ?

Az eredeti feladat annak bizonyitasat kivanta, hogy k = 2-re m(2) = 3 mellett igenls a valasz a kérdésre. k = 3-ra
a probléma redukalésa kisebb tablara még megy, csak valamilyen ng-ra kellene belatni az allitds helyességét. 3-nal
nagyobb k esetén viszont teljesen Gj gondolatok sziikségesek a kérdés vizsgalatdhoz.

Ha valakinek esetleg sakktablaval és bastyakkal fogalmazva tal jatékosan, ,a matematikdhoz méltatlanul komolyta-
lanul” hangzik a probléma, azt megnyugtathatom, hogy kénnyen atfogalmazhato egy ,komolyabb”, a matematikdban
ma mar megszokott fogalomra: grafokra vonatkoz6 problémava. A tabla sorait képviselje a Py, P, ..., P, pont,
az oszlopait a 1, @2, ..., Qn, pont. Ekkor az i-edik sor j-edik mezejét a Pi-t Q);-vel 0sszekdts vonallal — éllel —
szemléltethetjiik. Ezeket az éleket kell megszinezniink tgy, hogy ne legyen 2-nél, ill. 3-nal, ill. k-nal tobb egyszini él,
és a probléma az, ki lehet-e valasztani n kiilonb6z6 szini élet ugy, hogy minden pont szerepeljen az élek végpontjai
kozott.
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A 3. 4bran megismételtiik az 1. abran lathato sakktablat és elkészitettiik a neki megfelels grafot. A probléma ezzel az
atfogalmazassal természetesen nem valtozott meg, az azonban mar elképzelhets, hogy az 0j szemléltetési mod esetleg
jabb otleteket is ad. Az alabbiakban a sakktablas megfogalmazast fogjuk tovabbra is hasznalni.

A bizonyitds vdzlata, a redukcids lépés

Térjiink most vissza a k = 2 esetre, a kimondott tétel bizonyitadsara. Mint emlitettem, a tabla nagysagéra, ponto-
sabban az egy oldal mentén sorakozd mezsk n szaméara vonatkozo teljes indukcidt hasznalunk. A bizonyitas itt is, mint
a versenyfeladat II. megoldasdban, megad egy eljardst a békés bastyaelhelyezés megkeresésére. Tulajdonképpen egy
bastya elhelyezésével redukaljuk a feladatot lépésrdl lépésre egy 1-gyel rovidebb oldala tabla esetére, amig egy olyan
tablahoz jutunk, amire méar kozvetleniil meg tudunk adni egy békés bastyaelhelyezést, vagy be tudjuk latni annak
létezését.

A bizonyitandé tétel esetében az 5 x 5-6s tébla 5 tiltott mezével lesz az — mint emlitettem —, amire belatjuk békés
béstyaelhelyezés létezését; tovabbé belatjuk, hogy ha valamilyen n-re minden n X n-es szines tablan, 2n — 5 tiltott
mez6 esetén is lehetséges békés bastyaelhelyezés, akkor lehetséges az (n 4+ 1) x (n + 1)-es tablan is 2(n 4+ 1) — 5 kizart
mez3 esetén.

Mondtam, hogy ez utébbi 1épés, a redukcié kisebb méretti sakktablara, egészen konnyi. Kezdjiik ezzel, azutan
fogjuk megvizsgalni, hogyan helyezhetsk el bastyak alkalmasan, kis tablakon.

El6rebocsatunk néhany megjegyzést, hogy a tovabbi gondolatmeneteket attekinthetébbé tegyiik.

Fogjuk hasznalni azt a sakkjatékbol kozhasznuva valt kifejezést is, hogy egy bastya a vele egy sorban és egy
oszlopban levé mezbket sakkban tartja. Ezt fogjuk hasznalni a sakktabla egy-egy mezejével kapcsolatban is azokra a
mez6kre, amelyeket a rahelyezett bastya sakkban tart.

Sz6 volt mér roéla, hogy a tébla sorainak vagy oszlopainak felcserélése vagy tiikrozése egy atléra nem valtoztat a
probléman, ez gyakran lehet&vé teszi, hogy az éppen vizsgalt mez6k specidlis elhelyezkedésére szoritkozzunk. Ilyenkor
altalaban csak a specialis elhelyezést fogjuk megadni, az olvasora bizva annak dtgondolasat, hogy az emlitett 1épésekkel
atrendezhet§ a tabla a mondott szerkezettre.



Feltehetjiik, és fel is fogjuk tenni, hogy az egyszini mezSk semmilyen szinbdl nincsenek egy sorban, sem egy
oszlopban, mert ha igy helyezkednének el, akkor egy békés bastyaelhelyezésnél tgyis legfeljebb az egyiken allhatna
bastya. Igy nem valtoztatna a probléma megoldhatosagan, ha a két egyszint mezé egyikét atfestenénk egy, a tablan
eddig még nem szerepl§ 4j szinre.

Térjiink &t ezutan a redukcios lépésre. Ha egy bastyat elhelyeztiink, a mezejével egyszini mez6re méar nem tehetiink
bastyat. Tehat 1-gyel noveljiik a tiltott mezdk szamat, nekiink pedig 2-vel csdkkenteni kellene azt, ha 1 mez6vel rovidebb
oldalt tablara tériink at. Ugy kell tehat elhelyezniink a bastyat, hogy az eredetileg tiltott mezdk koziil legalabb 3-at
sakkban tartson. Ezt azonban konnyd elérni.

Tegyiik tehat fel, hogy n > 5 és (n — 1) x (n — 1)-es tabldkra igaz a TETEL. Vegyiink egy n X n-es sakktablat,
amelyen tetszés szerint ki van jelolve 2n — 5 mez6, amelyekre tilos bastyat allitani, azzal az egy megszoritassal, hogy
nem lehet sem egy sorban, sem egy oszlopban n tiltott mez6; a tébbi mez& pedig az elGiras betartasaval ki van szinezve.
Szamoljuk meg mindegyik sorban és mindegyik oszlopban a tiltott mezdk szaméat és valasszunk egy olyan sort vagy
oszlopot, amelyikben ez a szam maximalis. Feltehetjiik, hogy az els6 sor ilyen. Feltétel szerint ebben a sorban is van
olyan mezd, amelyikre szabad bastyat allitani.

Ha az els6 sorban legalabb 3 tiltott mezs van, akkor tegyiik az elsé bastyat barmelyik nem tiltott mezdre (4a abra).
Ennek a soraba és oszlopaba nem helyezhetd tovabbi bastya. A még kitoltends (n — 1) x (n — 1)-es tablan legfeljebb
2n — 8 tiltott mez& marad, de ehhez johet még egy mezs, amelyik egyszind azzal, amelyikre a bastyat helyeztiik az
els6 sorban. Igy a megmaradé (n — 1) x (n — 1)-es tablan legfeljebb

n—T=2(n—-1)-5

mezdre nem helyezhetiink bastyat. Nem lehet ezek koziil a tilos mezSk koziil sem egy sorban, sem egy oszlopban n — 1.
Ha ugyanis volna, akkor azok koziil legalabb n — 2 az eredetileg tiltott mez6k koziil volna, tehat legalabb ennyi tiltott
mez6 volna az eredeti tablabol mar elhagyott elsé sorban is. De ekkor az n x n-es tablan legalabb 2n — 4 tiltott mez6
lett volna, nem csak 2n — 5. A maradoé tablara tehat indukcios feltételiink szerint megoldhaté a probléma.
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Ha minden sorban és oszlopban legfeljebb 2 tiltott mez6 van, akkor kell olyan sornak (és oszlopnak is) lennie, amelyikben
2 tiltott mez6 van, mert a tiltott mez6k szdma nagyobb n-nél, a sorok szdmanal.

Egy 2 kizart mez6t tartalmazo sor nem tiltott mez6i kozt van olyan, amelyiknek az oszlopaban van kizart mez6
(4b abra), mert a kizart mez6k oszlopaban most legfeljebb még 1 — 1 kizart mez8 lehet, és Osszesen 5-nél t6bb van.
Egy ilyen nem tiltott mezéSre helyezve bastyat, az ismét legalabb 3 tiltott mez&t tart sakkban, igy a még kitoltendd
(n—1) x (n—1)-es tablan legfeljebb 2n — 8 marad az eredetileg tiltott meztk koziil, tehat az el6bbi meggondolas most
is alkalmazhato. Az n x n-es tablan tehat van békés bastyaelhelyezés, ha az (n — 1) X (n — 1)-esen van, és ezt akartuk
belatni.

4 x 4-es sakktabldk 2 és 3 tiltott mezdvel

Térjiink r4 most mar az a), b) és c) 4llitas bizonyitasara. Ha 4 x 4-es tablan két tiltott mez6 van és azok nincsenek
sem egy sorban, sem egy oszlopban, akkor az egyiket tartalmazo6 sor és a masikat tartalmazo6 oszlop kozos mezejére
lehet bastyat helyezni. Ha a tiltott mezdk egy sorban vannak, akkor is van ebben a sorban olyan mez§, amelyikre
szabad béstyat helyezni. A kétféle lehetGséget Gsszefoglalhatjuk gy, hogy mondjuk, a legalso sor és a bal szélsé oszlop
tartalmazza a két tiltott mez6t, de ezek koz0s mezeje nem tiltott.

Meggondolasunk érvényes lesz arra az esetre is, ha a sor és oszlop egyike egy, a masik két kizart mez6t tartalmaz,
de ko6z0s mezejiikk megengedett a bastyak szamara.



5. dbra

Jeloljiik a sorokat szamokkal, az oszlopokat betiikkel, amint azt az 5. abra mutatja. Probalkozzunk az A1 mezsre tett
bastyaval. A versenyfeladat megoldéasa soran kideriilt, mint mar emlitettem, hogy ha a B, C, D oszlopok 2-es, 3-as, 4-es
sorba es6 mezdibdl allo résztablan nincs Al-gyel egyezs szind mezs, akkor ezen a résztablan van békés bastyaelhelyezés.

Ha, mondjuk, a B2 mezs egyezs szini Al-gyel, akkor B2-t a résztabla tiltott mezejének kell tekinteniink. Ekkor is
elhelyezhetd, mint emlitettiik, 3 bastya a kivant modon a résztablan, kivéve az 1. dbra szinezésének esetét és az abbol
a korabban emlitett dtalakitasokkal keletkezéket. Az ilyen szinezések esetére kell tehat még megfelels bastyaelhelyezést
keresniink.

Mind az A jelii oszlopban, mind az 1-es sorban van a sarokmezo6n kiviil is olyan, amelyikre lehet bastyat helyezni,
s6t legalabb az egyikben — mondjuk, az 1-es sorban — legalabb két ilyen mez& van. Ezeknek a szine kiilonbozik a 3 x 3-as
résztabla mezGinek szinétdl, mert B2 az A1 mezdvel egyszind, a tobbi szin pedig a résztabla 2-2 mezején szerepel.

Tegyiik az egyik bastyat az A oszlop egy, a sarokmezG6t6l kiillonb6z6 és nem tiltott mezejére. Az 1-es sorban van
ettSl kiilonbozE szint nem tiltott mezd a sarokmezdn kiviil. Egy ilyenre tegyiik a mésodik bastyat. A marado6 két
bastyat a 3 x 3-as résztabla egy 2 x 2-es részén kell elhelyezniink. Minden ilyen résznek legalabb az egyik atloja két
kiilonb06z6 szinii mez6bdl all, tehat ebben az esetben is talaltunk alkalmas bastyaelhelyezést,.

A 4 x 4-es szines sakktablan van tehat békés bastyaelhelyezés, akkor is, ha 2 kijel6lt mezore tilos bastyat helyezni,
s6t még akkor is, ha 3 olyan tiltott mez6 van, melyek egyetlenegy béastyaval sakkban tarthaték, de nincsenek mind egy
sorban vagy egy oszlopban.

Legyen most a 4 x 4-es tablan 3 mezd tiltva. Ha ezek pl. egy oszlopban vannak, akkor az oszlop egyetlen ,szabad”
mezejére bastyat kell helyezniink. Ha az ezutdn még széba jov6 3 x 3-as résztabla tartalmaz az els6 bastya mezejével
egyszini mezét, és a tobbi mez6i az 1. abra szerint vannak szinezve, akkor a tovabbi 3 bastya nem helyezhets el megfelel
modon. Azt akarjuk még belatni, hogy minden ettdl ,lényegesen” kiilonb6z6 esetben van békés bastyaelhelyezés.

Az eddigiek alapjan az olyan eseteket kell mar csak megvizsgalnunk, amelyekben a 3 tiltott mezd nem tarthatéd
sakkban egyetlenegy bastyaval.
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Két tiltott mez6t mindig sakkban lehet tartani egy bastyaval, amint az a 6. abrar6l konnyen leolvashat6. Ha a
harmadik mez6t ugy akarjuk elhelyezni, hogy ne tarthassa sakkban mind a harmat egyetlen bastya, akkor a tabla a
7a vagy 7b tablava rendezhets at (a szinezésr6l még nem szolva).
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A 7a tablan minden békés elhelyezésnek all egy-egy bastyaja az A oszlopban és az 1-es sorban. Mindegyikben 2
mezdre helyezhetiink bastyat, tehat ezt a 2 bastyat 4-féleképpen helyezhetjiik el. A hatralevs 2 bastyat minden esetben
egy 2 x 2-es résztablan kell elhelyezni. Ez 2-féleképpen torténhet, igy a tablan 8-féle békés bastyaelhelyezés lehetséges.

Abbol a 13 mezbdl, amelyekre keriilhet bastya, 6 egyszinii mezépar képezhets. Ezeket kellene ugy elhelyezni, hogy
minden békés bastyaelhelyezés tartalmazzon egyszini mezGpart.

Egy mez6part, ha a mez&k nincsenek sem egy sorban, sem egy oszlopban, a soraik és oszlopaik elhagyasaval marado
2 x 2-es résztabla kitoltésével egészithetiink ki békés bastyaelhelyezéssé. Erre 2-féleképpen helyezhetSk egymast nem
it6 bastyak, ha nem tartalmaz tiltott mezdt; 1-féleképpen, ha 1 tiltott mez6t tartalmaz, vagy egyik atloja tiltott;
kiilonben nem helyezhet6k. Akkor van tehat benne egy mezdpar 2 békés bastyaelhelyezésben, ha a rajuk helyezett
bastyak mindegyik tiltott mezst sakkban tartjak, igy esetiinkben Al-et is. Ehhez a par egyik mezejének vagy az A
oszlopban vagy az 1-es sorban kell lennie, és a masiknak sakkban kell tartania a harmadik tiltott mez6t. A mezGpar
igy vagy a bal fels6 vagy a jobb alsé 2 x 2-es résztabla egyik atloja, vagy egy A oszlopbeli és egy 1-es sorbeli mezgbél
all.

Figyeljiik meg tovabba, hogy a 7a abran szaggatottan bekeritett téglalap minden békés bastyaelhelyezésnek 1
bastydjat tartalmazza csak, mert a 3-as és 4-es sor bastyéi koziil az egyiknek az A oszlopban kell lennie. Ugyanez a
helyzet a téglalap Al-en atmend atlora vett tiikorképével is. Feltehetjiik tehat, hogy egyik téglalapban sincs két egyszini
mez6, mert ha volna, atfesthetnénk ket két 0j szinre anélkiil, hogy ez valtoztatna a békés bastyaelhelyezéseken.

A mindkét téglalapban benne levé 4 mez6 igy kiilonb6z6 szint, és az ezekkel egyez6 szind mezdk, ha vannak, csak
az l-es sor, az A oszlop mezdi és B2 koziil keriilhetnek ki.

Ahhoz, hogy a 8 lehetséges békés bastyaelhelyezés mindegyikét kizarjuk, legalabb 2 egyszind mezéparnak 2-2 békés
elhelyezést kell kizarnia. Ezek kozt nem lehet olyan pér, amelyik egy 1-es sorbeli és egy A oszlopbeli mezébél all, mert
ez mar lefoglal kettGt a jobb felsé 4 mez6 parjaiként szoba jové 5 mez6bol. Igy legfeljebb 3 mez6 szamara marad par.
Ezekhez johet még 2 olyan par, amelyik egy B oszlopbeli és egy 2-es sorbeli mezGbdl all. Az ilyenek is csak 1-1 békés
bastyaelhelyezésben lehetnek benne, mert nem tartjak sakkban Al-et. Az Gsszes egyszin mezdpar tehdat 2+3+2 =7
békés bastyaelhelyezésben fordulhat el§. Az sem javit a helyzeten, ha szaporitjuk az olyan egyszini mezdpéarok szamat,
amelyek 2 békés bastyaelhelyezést zarnak ki, mert annyival kevesebb jobb felsé sarokbeli mezének jut par, és igy nem
novekszik a kizart békés elhelyezések szama.

A bal fels6 2 x 2-es résztabla atloi a jobb also atloival alkotnak békés bastyaelhelyezést, 6sszesen 4-et. Ha mindegyik
négyzet egyik atloja all csak egyszinti mez6kbdl, akkor van egy olyan békés bastyaelhelyezés, amelyik mindkét mez&part
tartalmazza, s igy csak 3 békés bastyaelhelyezést zar ki a két mez&pér valamelyike.

Akkor zarja csak ki mind a 4 lehetséges békés bastyaelhelyezést egyszinii mez6par, ha az egyik négyzet atloi allnak
2-2 egyszini mezGbdl. Ekkor a jobb fels§ négyzet mez6i koziil ismét legfeljebb 3-nak jut azonos szint péar, viszont
Bx, X2 tipust mez&par most nem alkothaté, mert a B oszlopnak vagy a 2-es sornak két erre alkalmas mezejét mar
felhasznaltuk. Igy ismét legfeljebb 7 békés bastyaelhelyezést zar ki egyszinti mez6par. A 7a tabla esetén tehat mindig
van békés bastyaelhelyezés.
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8. dbra

A 7b téblan a D4 mez6 a 8. abran pontokkal, ill. keresztekkel jelolt két lehetséges békeés elhelyezéshez tartozik hozza.
Ha a D1, D2 vagy a D3 mez6 sorat és oszlopat hagyjuk el, a maradé 3 x 3 tabla 2-2 tiltott mez6t tartalmaz, amelyek
nincsenek sem egy sorban, sem egy oszlopban. Egy ilyenre konnyen lathatdéan 3-féleképpen lehet 3 bastyat békésen
elhelyezni. A 7b tablan tehat 2 4+ 3 - 3 = 11-féle békés bastyaelhelyezés lehetséges. Tovabbra is legfeljebb 6 egyszini
mezdpar alakithato, igy legaldabb 5-nek 2-2 kiilonbo6z6 békés béastyaelhelyezést kell kizarnia. Ehhez, rdjuk 1-1 béastyat
helyezve, azoknak mind a 3 tiltott mez&t sakkban kell tartaniuk. Ehhez legalabb az egyik bastyanak 2 tiltott mez6t
kell sakkban tartania, s igy a bal alsé 3 x 3-as résztablaban kell lennie. Eppen ezek a mezék azok, amelyek D4 mezével
2 lehetséges békés bastyaelhelyezéshez tartoznak hozza. A két elhelyezésnek a D4-t6l kiilonb6z6 mezSharmasai koziil
az egyik tartalmazhat egy D4-gyel egyez6 szind mez6t, de a mésik mar csak akkor nem ad békés bastyaelhelyezést, ha
a D4-t6l kiilonb6z6 mezsk kozt van 2 egyezd szind.

Ha a 3 x 3 résztabla egyik mezeje D4-gyel egyezs szind, akkor a résztablabol mar 3 mez6t felhasznaltunk, igy csak
3 marad olyan mez&parok kialakitasdhoz, amelyek 2-2 békés bastyaelhelyezést zarnak ki; eddig 1-et hoztunk létre, az
5-0t tehat nem értiik el.



Ha viszont nincs D4-gyel egyezd szinli mezs, akkor 2 olyan egyszini mezépérra van sziikség, amelyik a bal also
3 x 3-as résztablaban van. Igy ugyan 2 olyan par keletkezett, amelyek 2-2 békés bastyaelhelyezést hiusitanak meg, de
mar csak tovabbi 2 képzésére all mezs rendelkezésre a 3 x 3-as résztablan, az 5 tehat igy sem érhet6 el. Azt nyertik,
hogy a 7b abra tablajan is van békeés tablaelhelyezés, barhogy szinezziik is a mezGket. Ezzel a b) allitas helyességét is
belattuk.

Az 5 X 5-0s tabldk vizsgdlata

Vizsgaljuk végiil az 5 x 5-6s tablat 5 tiltott mezdvel. Ezek feltétel szerint nem lehetnek mind egy sorban, sem egy
oszlopban. Ha csupa kiilonb6z6 sorban és oszlopban vannak, akkor feltehetjiik, hogy az egyik atloban vannak (9. dbra).
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Szamlaljuk meg az A oszlop egyes mezsit tartalmazo lehetséges békés bastyaelhelyezéseket. Egy-egy ilyen mezére
bastyat téve, az 2 tiltott mez6t tart sakkban. A visszamarado 4 x 4-es résztablan tehat 3 tiltott mezd van, csupa
kiilénb6z6 sorban és oszlopban. Az el6z6 részben belattuk, hogy egy ilyen tablan 11 békés bastyaelhelyezés lehetséges
(ha a szinezés is megengedi). 5 x 5-6s tablankon tehat 44-féle békés bastyaelhelyezés lehetséges.

Egy mezépart nézve, a rahelyezett bastyak legfeljebb 4 tiltott mezét tarthatnak sakkban, igy a soraik és oszlopaik
elhagyasa utan maradé 3 x 3-as tabla tartalmaz legalabb egy tiltott mez6t. Ekkor azonban legfeljebb 4-féle békés
béstyaelhelyezés fordulhat el6 a résztablan.

A bastyak elhelyezésére 20 mez6 all rendelkezésre, ezekbdl 10 egyszinii par képezhets. Igy az elmondottak szerint
legfeljebb 40 békés bastyaelhelyezést zarhat ki egyszind mez&par. Van tehat olyan bastyaelhelyezés is, amelyikben a
bastyak csupa kiilonb6z6 szind mezén allnak, és nem {ithetik egymast.

Ha van olyan mez6, amelyikre helyezett bastya legaldbb 4 tiltott mez6t sakkban tart, akkor ennek a sorat és
oszlopat elhagyva a marado 4 x 4-es tablan 1 eredetileg tiltott mezd marad, tovabbé arra a mezére sem helyezhetiink
bastyat, amelyik egyezs szind az elhelyezett bastya mezejével, tehat legfeljebb 2 mez tiltott. Lattuk azonban, hogy
az ilyen tabldkra megoldhat6 a probléma.

Ha van 3 tiltott mez6 egy vonalban, mondjuk az A oszlop 1l-es, 2-es és 3-as mezeje tiltott, akkor amennyiben a
4-es vagy 5-0s sorban van tiltott mezé, gy sakkban tarthaté 4 tiltott mez6 1 bastyaval. Ha ez nem all fenn, akkor is
legfeljebb Ggy juthatunk olyan 4 x 4-es tablahoz, amelyiken nincs békés bastyaelhelyezés, ha a tovabbi 2 tiltott mezd
egy sorban vagy egy oszlopban van, ami alkalmas sor- és oszlopcserékkel, ha kell, a 10. abra a) vagy b) tablajaba
vihet6 at.
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10. abra

A 10a tabla esetén legfeljebb akkor johet létre olyan 4 x 4-es tabla, amelyiken nincs békés bastyaelhelyezés, ha az A4,
A5 mezbkkel az 1-es sor egyik, ill. mésik mezeje egyez6 szind. Ekkor azonban az A oszlopbdl az egyik szint mezére
allitva bastyat, az 1-es sorbol a masik szintire, olyan 3 x 3-as tablan kell a marado6 béstyakat elhelyezni, amelyik nem
tartalmaz tiltott mez6t, ez pedig minden szinezés mellett megoldhato.



A 10.b. abra esetében hasonléan csak azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor az A oszlopbeli mez&kkel vannak
egyez6 szind mezok, éspedig a B oszlopban. Az egyikkel egyezd sziniti mezd a 4-es vagy 5-0s sorban kell hogy legyen.
Feltehetjiik, hogy A4 és B5 egyezs szini. Ekkor A5-tel B3, vagy B4 egyez szind (11. abra).
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11. dbra

Az els6 esetben Ad-re és B3-ra téve bastyat, ismét 3 x 3-as résztabla marad tiltott mez6 nélkil, amire megoldhaté a
probléma. Az utdbbi esetben viszont azt vegyiik észre, hogy a B3-mal egyezs szinit mezd, ha van, csak a C, D vagy E
oszlopban lehet. Igy ha az els6 bastyat B3-ra tessziik, akkor olyan 4 x 4-es tabla marad vissza, amelyen vagy 3 tiltott
mezd van, de csak 2 van koziilikk egy oszlopban, vagy csak 2 tiltott mezd van. Ezekre mar lattuk, hogy megoldhato6 a
probléma.

Hatra van még az az eset, amikor van 2 tiltott mez6 egy vonalban — mondjuk Al-re és A2-re nem helyezhets bastya
—, de nincs semelyik sorban vagy oszlopban 2-nél tobb tiltott mezs. Ekkor az 1-es és 2-es sorban csak 1-1 tovabbi tiltott
mezd lehet, tehat kell tiltott mezdének lennie a tovabbi sorok valamelyikében is, igy sakkban lehet tartani legalabb 3
tiltott mez6t, alkalmasan helyezve el egy bastyat az A oszlopban. Ezzel ismét csak akkor kaphatunk olyan 4 x 4-es
tablat, amelyikre nem oldhat6 meg a probléma, ha van 2 tovabbi tiltott mez6 egy sorban vagy oszlopban és ezekhez
csatlakozik még a felhasznalttal egyez6 szind mezs.

Nem lehet 2 tovabbi tiltott mez& egy sorban, mert az 1-es és 2-es sorban csak 1-1 tovabbi lehet az A oszlopbelin
kiviil, ha pedig a tovabbi sorok valamelyikében lenne 2, akkor 4 tiltott mez6t is sakkban lehetne tartani, alkalmasan
helyezve el egy bastyat az A oszlopban.

Ha egy tovabbi oszlopban — mondjuk B-ben — van 2 tiltott mez&, akkor az 6t6dik tiltott mez6 nem lehet ezekkel
sem egy sorban, sem egy oszlopban. Ha emellett a B oszlopban levé tiltott mezsk koziil valamelyik a f6lsé 3 sor
valamelyikébe esik, akkor ennek (vagy az egyik ilyennek) a soraba téve egy bastyat, az A oszlopban (12. abra) olyan
4 x 4-es tabla marad vissza, amelyikben legfeljebb 3 tiltott mez6 lehet, de nem lehet mind sem egy sorban, sem egy
oszlopban. Ezen ismét van békés bastyaelhelyezés.
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12. dbra

Egy lehetGség megvizsgaldsa maradt még hatra, amit a 13. abra tiintet fel.




13. dbra

Ekkor is ahhoz, hogy ne legyen békés bastyaelhelyezés, sziikséges, hogy az A5 mezével egyszini mezé a B oszlopban,
a Bb5-tel egyszind az A oszlopban és hasonloan az El-gyel egyszinti mez$ a 2-es sorban, az E2-vel egyszint pedig az

1-es sorban legyen.
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14. dbra

Ha az Ab-tel és B5-tel egyez6 szin mezGk nincsenek egy sorban, mondjuk B4, ill. A3 ez a két mez6, akkor ezekre
helyezve egy-egy bastyat, egy 3 x 3-as résztabla marad vissza 1 tiltott mez&vel, mert az elhelyezett bastyak mindegyike
sakkban tartja a masik mezejével egyszind mez6t (14. abra). Ha ez a 3 x 3-as résztabla az 1. 4bra szerint van szinezve,
akkor meriil fel probléma. Ez esetben az E oszlop mezgivel egyszinti mez6k nem lehetnek egy oszlopban, mert kiilonben
volna a 3 x 3-as résztablanak olyan 2 x 2-es része, amelyiknek az &tloi 2-2 egyszind mez6bdl allnanak, az 1. dbran
pedig ilyen nincs. Mondjuk, E1 és C2, tovabba E2 és D1 egyszintek.

A 3 x 3-as résztabla minden mezével egyiitt tartalmaz egy azzal egyszini mez6t is. Igy a Cl-gyel és a D2-vel
egyszind mez6k az 5-0s sorban vannak. Helyezziink bastyat A5-re és B3-ra. Az utobbinak a szine C4 és D4 koziil
legalabb az egyikétdl kiilonbozik, mondjuk az utobbiétol. Ekkor A5, B3, C1, D4, E2 egy békés bastyaelhelyezés.

Természetesen ugyanez a meggondolds érvényes a sorok és oszlopok szerepének cseréjével, ha az E1 és E2-vel
egyszini mezGk a 2-es, ill. 1-es sorban, de nem ugyanabban az oszlopban vannak.

Legyen végiil az A5, B5, E1, E2-vel egyszint mez6 rendre B4, A4, D2, ill. D1 (15. abra).
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15. dabra
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A D4 mez6 szine egy ezekétdl kiilonbozs szin, és kiilonbozik A3 és B3, tovabba C2 és C1 koziil legaldbb az egyik-
egyiknek a szinétsl, mondjuk, mindkét esetben kiillonbozik az utobbiétol. Ekkor A5, B3, C1, D4, E2 ismét békeés
béstyaelhelyezést tesz lehetdveé.

Ezzel belattuk, hogy ha 5 x 5-6s tablan barhogy is helyeziink el 5 tiltott mez6t (csak nem mindet egy sorba vagy
egy oszlopba), akkor mindig taldlhato békés bastyaelhelyezés, és ezzel mindegyik allitdsunk bizonyitast nyert.



