Hany nevezetes pontja legyen a héromszﬁgnek
(Forditotta Ldng Hugd)
1. A nevezetes pontok szima és tulajdonsdgaik

A haromszogben a stlypontot (5), a koriilirt kor kdzéppontjat (K), a beirt kor kozéppontjat (O) és a magassag-
pontot (M) szokés nevezetes pontnak mondani. Ezek mindegyike harom-harom nevezetes egyenes metszéspontja: S a
silyvonalak, K az oldalfelezé merélegesek, O a szogtelez6k, M pedig a magassagvonalak kozos pontja. Joggal kérdez-
het6 azonban, miért csak ezeket mondjuk nevezetesnek, nem lehet-e valamilyen természetes médon tovabbi pontokat
kozéjiik sorolni 7

Vegyiik el6szor szemiigyre a haromszog nevezetes egyeneseit, és probaljuk meg rendszerezni a tulajdonsé,gaikatﬂ
Négy nevezetes tulajdonsagot talalunk, ezek mind az egyeneseknek a haromszog valamelyik cstcsahoz vagy a vele
szemkozt levs oldalahoz valo viszonyat hatarozzak megi’

T7 — az egyenes atmegy a csdcson;

Ty — az egyenes felezi a csicsnal levs szégetE
T5 — az egyenes merdleges a szemkozti oldalra;
T, — az egyenes felezi a szemkozti oldalt.

Mindegyik nevezetes vonal ezek koziil kettével rendelkezik: a stulyvonal Ti-gyel és Ty-gyel, az oldalfelezé merdéleges
Ts-mal és Ty-gyel, a szoglelezd T-gyel és T5-gal, a magasségvonal T1-gyel és Ts-mal. De kimeritettiik-e ezzel az Gsszes
lehetdséget? A négy tulajdonsaghol pusztan kombinatorikailag hat par képezhets: 11Ty, T1T5, ThTy, T5Ts, 15Ty,
T3Ty. A baj csak az, hogy a hidanyzo6 Ty Ts, Ty Ty parok valojaban harom tulajdonsagot jelentenek: Ty és T3 egylitt azt
kivanna, hogy az egyenes menjen at egy csicson, felezze az ott levs szoget, és legyen meréleges a szemkozti oldalra,
T és Ty pedig azt, hogy az egyenes menjen 4t egy cstcson, felezze az ott levs szoget, és felezze a szemkozti oldalt.
Azon nem tudunk segiteni, hogy egy egyenes altalaban vagy felezi a haromszog két oldala kozti szoget, vagy merdleges
a harmadik oldalra. De ha nem tessziik bele Ts-be Ti-et, akkor T és Ty méar el6fordulhat egyiitt. Legyen tehat 715 a
kovetkez6 tulajdonsag:

T, — az egyenes ugyanakkora szoget zar be a csticson 4&tmené oldalakkal.

Ty tehat onmagaban csak azt koveteli meg, hogy az egyenes parhuzamos legyen a szogfelezével és csak Ti-gyel
egyiitt jelenti azt, hogy azonos is legyen vele. Ty és Ty igy mér nem zéarjék ki egymast. Egyiittes el6fordulasuk egy
0todik nevezetes vonal bevezetését teszi lehetévé : ez az az egyenes, amelyik egyallast a szokasos szogfelezGvel és
illeszkedik a szemkozti oldal felez6pontjara. Nevezziik ezt az egyenest oldalfelezs szogfelez6nek. Latni fogjuk, hogy az
altalanos haromszog oldalfelezs szogfelez6i egy ponton mennek at (1. tétel), ezt a pontot F-fel jeloljiik, magukat az
oldalfelezs szogfelezdket pedig f,-val, fi-vel, f.-vel.

Allitsuk parba a fenti tulajdonsagokat tgy, hogy Ti-nek Ty, To-nek T legyen a parja! Ezéltal az 6t nevezetes vonal
is parba allithato:

11Ty — szogfelez6 parja | T4T3 — oldalfelez6 merdleges
T1T5 — magassagvonal parja | T4Ts — oldalfelezd szogfelezs
11T, — salyvonal parja | 11T, — sulyvonal

ToTy — oldalfelezs szogfelezs | parja | TsT; — magassagvonal

T3T4 — oldalfelezs meréleges | parja | ToT) — szogfelezs

A TyTs par tovabbra sem valosithaté meg, itt lyuk marad a rendszerben. De mégis olyan rend keletkezett, amely
korabban nem volt meg. 77 és Ty haromszor, Ts és T3 kétszer fordul eld, emiatt az Otféle egyenes koziil egy-egy
csucson harom megy at és ugyancsak harom felez egy-egy oldalt. Két nevezetes egyenes meréleges egy-egy oldalra és
ugyancsak kettd zar be két-két oldallal egyenls szogeket. Rendszeriinkben egyfajta megfeleltetés, dualitas mutatkozik
Ty és Ty, valamint Ty és T3 kozott. Ha minden Ti-et és Ty-et, illetve To-t és Ts-at felcseréliink egymaéssal a tablazatban,
akkor minden egyenes atmegy az ebben értelemben vett dudlisiba. A szogfelez6nek igy az oldalfelezé merdleges felel
meg, a magassagvonalnak az oldalfelez6 szogfelezs, és megforditva. A stulyvonal dudlisa 6nmaga. Latni fogjuk, hogy
ez a kapcsolat még tovabbi Osszefiiggéseket rejt magaban. (Meg kell azonban jegyezni, hogy itt sz6 sincs a projektiv

*Megjelent a Prazis der Mathematik 1967. évi 9. szaméaban.

1Vizsgéla‘caink kozben egyeneseknek tekintjiik a hiromszog transzverzalisait, igy példaul fa, fp, fe egyeneseket jeldlnek, és a haromszog
oldalain is azok egyenesét értjiik. ,,Felez6pontjuk” és , hosszuk” azonban a haromszdgben az oldalszakaszoknak lesz, és a-val, b-vel, c-vel az
oldalak hosszat jeloljiik.

2 Altalaban harom azonos jellegii nevezetes vonal koziil csak az egyikrdl beszéliink.

3A T, 5166t allo csillag értelme kés6bb deriil ki.



geometridban hasznélatos dualitdsrol, hiszen ott minden tételnek megadhaté a parja; de azért a fenti megfeleltetés is
termeékeny Gtletekre vezethet.)

2. Az oldalfelezd szogfelezdk tulajdonsdgai és a metszéspontjuk létezése

1. tétel. Barmely haromszog harom oldalfelezs szogfelezGje egy pontban metszi egymaést.
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1. dbra

Bizonyitds. Az ABC héaromszdg oldalfelez6 szogfelez6i ugyanis az A’ B'C’ kozépharomszog szogfelezsi (1. dbra).

2. tétel. Az oldalfelezs szogfelezGk a hiromszog mindharom oldalat metszik. Egy oldalon az oldalfelezd ponttol a
masik két metszéspontig terjedd szakaszok rendre egyenlGek a méasik két oldal felével.

Bizonyitds. Az oldalfelezd szogfelezGk metszik a kozépharomszog oldalait, tehat metszik az eredeti haromszog
oldalait is. Tekintsiik az AB oldalt, és jeldljiik f,, f, AB-vel alkotott metszéspontjat A”-vel, B”-vel. Mivel f, egyenld
szoget zar be AB-vel és A'C'-vel, az A’ A”C" haromszog egyenls szara, A”C’ = A'C’ = b/2. Hasonléan kapjuk, hogy
B'C' = B'C' = a/2.

Megjegyzések. a) Az 1. abran a < ¢, b < ¢, igy A” az AC’, B” a BC' szakaszon van, és példaul AA” = (¢ —b)/2.
Altalaban
lc— |
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b) A kiils6 szogfelez6khoz hasonléan beszélhetiink oldalfelezs kiils§ szogfelezGkrdl is, ezek ugyantgy felezik az
oldalakat, mint az oldalfelez6 szogfelezdk, de a kiilsé szogfelezdkkel pé,rhuzamosak.*ﬁ Konnyen lathato, hogy a 2. tétel
az oldalfelezd kiils6 szogfelezdkre is igaz, csak a metszéspontok rendre az oldalfelezs pontok masik oldalan keletkeznek,
mint az oldalfelez6 belss szogfelez6k metszéspontjai.

AA" =

2. dbra

¢) Az egyik oldal felez6pontjan atmend oldalfelezs belss szogfelezs és oldalfelez kiilst szogfelezs merdlegesek egy-
maésra, és valamelyik masik oldalt annak felezGpontjara szimmetrikus pontokban metszik. A két metszéspont tavolsaga
egyenld a harmadik oldal hosszaval (2. bra). Ennek alapjan konnyen megszerkeszthetjiik az oldalfelezs szogfelezdket,
példaul a 2. abran a C’ koriili a/2 sugara kor metszi ki az AB egyenesbdl a B'-n atmend oldalfelezs szogfelezsk
metszéspontjait.

** Most latszik, hogy szerencsésebb lett volna T-ben azt megkdvetelni, hogy az egyenes legyen parhuzamos a belsé szogfelezGvel. Enélkiil
nehéz a kétféle szogfelez6t megkiilonbdztetni. (A forditd)



3. dbra

A 3. abréan berajzoltuk az ABC haromszogbe mind a hat oldalfelez§ szogfelezt. Harom tjabb metszéspont keletke-
zik, ezeket Fj-val, Fy-vel, F-vel jeloljiik. Ezek a kozéphéromszoget kiviilrsl érinté korok kozéppontjai, és F' az F, Fy F
haromszog magassagpontja. A jobb tajékozodas kedvéért kiilon megjeloltiik az abran az a/2 nagysaga szakaszokat.

3. tétel. Egy haromszogben az O, S, F' pontok egy egyenesre illeszkednek, és OS = 2 F'S (4. abra).

Bizonyitds. Az A'B'C’ kdzépharomszog kozéppontosan hasonlé az ABC haromszdghdz, a hasonlésag aranya 1 :
(—2), kozéppontja S. Emiatt az ABC-be irt kor O kozéppontjat F-fel 6sszekots egyenes illeszkedik S-re, és S az OF
szakaszt 2 : 1 aranyban osztja.



4. dbra

A kapott egyenest az ABC haromszog masodik Euler egyenesének nevezziik. (Az els6 Euler egyenes a K, S, M
pontokon megy 4t, és mint tudjuk, MS =2 KS.)

Megjegyzés. Az OMFK négyszog atloi a haromszog Euler egyenesei, metszéspontjuk S és ez az atlokat 2 : 1
aranyban osztja. Emiatt OM || FK és OM =2 FK (4. abra).

4. tétel. Tiikrozziik O-t F-re, és jeloljiik a kapott pontot G-vel. Ez a G pont rajta van a masodik Euler egyenesen,
és a beirt kor kozéppontja abban az A” B”C” haromszogben, amelyben ABC' a kdzéphéromszog (5. abra).

5. dbra



Bizonyitds. Az ABC haromszdg ugyanigy kaphaté meg A” B”C”-b6l, mint A'B'C’ az ABC-b6l. Ezért a 3. tétel
szerint G, S, O egy egyenesre illeszkednek, és GS = 20S. Tehat G és F rajta vannak az OS egyenesen, és GF =
GS — FS =08+ FS = OF (esetleg a négy pont azonos).

A cikk elején mondott dualitdsban a két Euler egyenes egymdsnak felel meg, az A” B”C” haromszog beirt kore
pedig az ABC haromszog Feuerbach korének a péarja. Jeloljiik ezt a kort g-vel, mint latni fogjuk, ennek a kornek
tovabbi nevezetes tulajdonsagai vannak.

5. tétel. Ha meghizzuk az ABC haromszog csicsaibol a g-hez tartozé masodik érintket] (6. abra, ga, gv, gc), harom
érinténégyszoget kapunk (beirhato korrel vagy hozzairt korrel), amelyeket két érint6 és két haromszog-oldal hatéarol.
(Az érint6k azokbol a csiucsokbol indulnak, ahol az ABC haromszog két kivalasztott oldala nem metszi egymést. Az
ABC haromszoget tehat harom kiilonb6z6 moédon is érinténégyszoggé alakithatjuk tgy, hogy — szemléletesen szolva —
egy-egy oldalat ,,behorpasztjuk’ﬁ.)

Azt, hogy hogyan lehet eldonteni, hogy egy ilyen négyszognek a kor beirt vagy hozzairt kore lesz-e, a legegyszertibben
a 6. abra ABEC négyszogén tudjuk megmutatni. Az érinté kornek elGszor is benne kell lennie a BAC' szogtartomany-
ban, masrészt a gy (ill. g.) érint6t ugyanazon a félegyenesen kell érintenie, mint g. Most tehéat a négyszognek beirt
kore van, amit az AB, AC oldalak és a BE, C'E oldalak meghosszabbitasai érintenek[d

6. dbra

Bizonyitds. (Zarojelben utalunk majd azokra a modositasokra, amik akkor sziikségesek, ha E a haromszogon kiviil
van. Hozzairt kor esetén hasonlo a bizonyitas, amit az olvasé a 7. abra alapjan maga végiggondolhat.)

Azt kell belatnunk, hogy AC + BE = AB + CE, vagyis BE — CE = ¢ —b. Jeloljik a g4, gp, gc egyenesek érintési
pontjait Gg-val, Gp-vel, G.-vel, és legyenek T,, Ty, T, azok a pontok, amelyekben az A” B”C” haromszdg oldalai g-t
érintik. Jeloléseink mellett (6. abra)

BE - CE =BGy,— EGy,— CE =BT, — EG.— CE =BT, — CG,. =
=BT, — CT, = A'T, — A"B — (A"T, — A"C) = c —b.
Ha F a haromszogon kiviil van, akkor
BE—-CFE=BGy,+ EG,—-CE=BT,+ EG.—CE=BT,+CG.= BT, +CT,. =
_ (AI/Tb _ AI/B) _ (14‘//11c _ A/IC) —c— b
A g4, g, ge, érintSknek egy tovabbi tulajdonsagat figyelhetjiilk meg, ha meghtzzuk g-nek az A”B”C” haromszog

oldalaival parhuzamos masodik érintGit. Ezek az ABC héaromszoghtz kozéppontosan hasonldé A; B1Cy haromszoget
hataroznak meg (7. abra). A hasonlosag H kozéppontja a masodik Euler egyenesen van, és HO = OG.

4El6fordulhat, hogy ezek azonosak az els6 érintGkkel (vagyis A” B”C" oldalaival).
5Ha két érint6 azonos, akkor a megfelel§ négyszog haromszoggé fajul.
5Pontosabb volna, ha négyszogek helyett egyenes-négyesekrsl beszélnénk.



C'

7. dabra

6. tétel. Az AA;, BBy, CC; egyeneseket a gq, g, g érintk koziil kett6-ketts ugyanabban a pontban metszi. (Pl.
AAi-en van gy, és g. mar ismert metszéspontja, E11)

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy AA; egyenes illeszkedik F-re. Az ABEC és A1 B*EC™ négyszogek érinténégy-
szOgek, és megfelel§ oldalaik parhuzamosak vagy azonosak (B* a g» A1Bi-en, C* a g. A1Ci-en levs pontja). Az 5.
tételben megadott kritériumok szerint (amelyek eldontik, hogy a szoban forgo négyszogeknek beirt vagy hozzairt kére
van-e) a parhuzamos érint6k az érintett koroknek mindig azonos oldalan vannak. Emiatt a két négyszog kozéppontosan
hasonlo, és a hasonlosag kozéppontja E. Allitasunk ebbdl mar kovetkezik.

Mindent &sszevéve mar kilenc érint6t huztunk a g korhoz. Igy valoban a haromszog Feuerbach korének a parja
lehet.

A 3-6. tételekhez hasonlo tételeket mondhatunk ki az oldalfelez6 kiilsG szogfelezGkre, igy tovabbi harom Euler
egyenest, kapunk.

Veégiil felsoroljuk az altalunk javasolt dualitas legfontosabb megfeleltetéseit:

"Ha két érint6 parhuzamos, akkor az az egyenes is parhuzamos veliik, amelyiken a metszéspontjuknak rajta kellene lennie. (,, Végtelen
tavoli” metszéspont.) Ha az érint6k azonosak, akkor alkalmas pontjukat valasztjuk metszéspontjuknak.



Az oldalfelezs szogfelezk par-
huzamosak a szogfelezékkel.

Az oldalfelezs szogfelezok a ko-
zéphéromszog szogfelezdi.

F, S, O egy egyenesre illesz-

A magassagvonalak parhuza-
mosak az oldalfelez6 merdlege-
sekkel.

A magassagvonalak a csicso-
kon at a szemkozti oldallal par-
huzamosan huzott egyenesek &l-
tal hatarolt kétszeres haromszog

kednek, 6s OS = 2 F'S (mésodik oldalfelez6 merélegesei.

Euler egyenes). M, S, K egy egyenesre illesz-

kednek, és M S =2 KS (els6 Eu-

Ha O-t tiikrozziik F-re, a ka-
ler egyenes).

pott GG pont a kétszeres harom-
sz0g beirt korének a kozéppont- Y .
o A KM szakasz felezGpontja a
Ja. kozépharomszog koriilirt kdrének

a kozéppontja (Feuerbach kor).

3. Megjegyzések

Célunk annak megmutatasa volt, hogy a nevezetes pontok {S, K, O, M} halmaza egy 6todik ponttal, F-fel
bévithets. Ezt indokolja e pontok tulajdonsidgainak a vizsgalata, és aladtamasztja ezt a pontok sikbeli elhelyezkedése
is (4. abra).

Ha vessziik a haromszog beirt korének a kozéppontjat (O), a stlypontot (S), a koriilirt kor kézéppontjat (K) és
vessziik a megfelel6 pontokat a kbzépharomszogben és a megkétszerezett haromszogben, akkor olyan rendszert kapunk,
amely még jobban alatdmasztja az altalunk javasolt modositast:

a kozépharomszog FSK'
a haromszog OSK
a megkétszerezett haromszog GSM

* % X%

Felhivjuk a téma irant érdekl6dd olvasok figyelmét a kovetkezs feladatokra és a veliik kapcesolatos nevezetes Gsszefiig-
gésekre:

a) Horvay Katalin — Reiman Istvin: Geometriai feladatgytjtemény, I. kotet
1376 — 1379 (Euler egyenes, oldalfelezs szogfelezsk),
1380 — 1388 (Feuerbach kor),
1389 — 1394 (Simson egyenes),
1526 — 1528 (szogfelezdk),
1266 — 1267 (érinténégyszogek).1389 — 1394 (Simson egyenes),
1526 — 1528 (szogfelezdk),
1266 — 1267 (érinténégyszogek).
b) K6MaL 59. kotet 3-4. szam OKTV dont6 mat. II. tanterviek 1. feladata.
¢) D. O. Sklajarszkij-N. N. Csencov-I. M. Jaglom: Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébol
2/1 kotet: 112-114, 147 (nevezetes vonalak),
118-121 (Euler egyenes, Feuerbach kor, Simson egyenes),
135 (Newton és Gauss tétele):
d) Matematikai Versenytételek I. kotet. Az 1897. évi versenyhez csatlakozo 2. jegyzet az ,,adott korbe és egyszers-
mind adott kor koré irt haromszogekrdl” (40. oldal).

A fordito

8 Tehat F az O'-t, G az O"-t, M a K"t jeloli.



