I. megoldas. Jeloljiik az alaplap (szabalyos Gtszog) csucsait rendre A, B, C, D, E-vel, a gula hatodik csucsét
F fel. Mivel az oldallapok leforgatésaval szabélyos csillagotszog keletkezik, azért F-nek az AFE él koriili leforgatott
helyzete az AB és ED oldalegyenesek metszéspontjaba esik (1. abra).

1. dbra

E szerint az oldallapok olyan egyenl6 szart haromszogek, amelyekben az alapon levé szog 72°, és az oldalélek hossza

A AE2 1 12 WVE+1
~ cosFAE<  2cos72°  2sinl8 5-1 2

(=1,618 egység).

Jeloljiik az alaplap kozéppontjat O-val — ez a magassag talppontja —, az AE él felez6pontjat G-vel. A gula elGirt
szabalyossagabol kovetkezik, hogy mindkét gomb kézéppontja az FO magassagvonalon (forgasi szimmetriatengelyen)
lesz, tovabba a beirt gomb az alaplapot O-ban érinti, az AEF lapot pedig a GF oldalmagassag egy pontjaban.

Legyen még a beirt gomb kozéppontja Ky, és sugara o, igy KGy, felezi az FGO< = vy szoget, és

oK — Y _ ao. [Lcosy
g—OKb—GOtg2—GO T+ cosn

Itt ismert goniometriai Osszefiiggések alapjan, valamint felhasznéalva 18°-nak és tobbszoroseinek a szabalyos 6tszogbdl
kiszamithat6 szogfiiggvényeit, egyrészt

1 [5+2v6 1 2
GO = AG tg 54° = 5| IRV

masrészt cosy = GO/GF, igy a gyokjel alatti kifejezés:

1—cosy GF—-GO GA(tg 72°—tg 54°) sin 18° 1
1+cosy GF+GO GA(tg72°+tg54°) sin 3-18° 3—4 sin®18°
2 3-45
C3+v5 2

Ezekkel

1 [5+2V5 3—+5 5+ 5 )
0=y 3 Ty = 0 (= 0,4253 egység).



A koriilirt gomb R sugardnak szamitasdhoz a COF haromszoget hasznaljuk. Jeloljiik a gbmb kozéppontjat Kx-val,
FC felez6pontjat H-val. Az FKH és FCO derékszogi haromszogek hasonlosagabol

FH_FO . FC __ FC
R ~ FC’ T 2.FO  2JFC?2—-0C2
Itt
oc—oa-_AG _ 1 _ 2 _ [5+V5
cos H4° 2 sin 36° 10 — 2\/5 10

A nevezébeli négyzetgyokjel alatt

2
FC? — 0C? = (\/5+1> _hkvE

2 10 5— 25

all, végeredményben tehat

1
R= Z\/10 +2v5 (=0,9511 egység).

Megjegyzés. Két észrevételt tesziink szamitasaink alapjan. Egyrészt R/p = /5, masrészt
FO=—=,/14+ —==R+y,

tehat K és K egybeesik.

II. megoldas (vazlat). Induljunk ki a szabalyos 6tszog eukleidészi szerkesztésébdl (2. abra).
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2. dbra

Legyenek OA és OB a k kor merdleges sugarai, C' az OA szakasz felezGpontja, és jeloljiik a C' kdzéppontu, A-n,
illetve B-n atmend koroket ko-lal, illetve k1-gyel, k1-nek az O A egyenesen levs pontjait D-vel, E-vel (D legyen koziiliik
O-hoz kozelebb). Az EBD derékszogl haromszogben BO a DO, OE = OA + AE = OB + DO szakaszok mértani
kozepe, emiatt

DO : 0B =0B: (0B + DO),

vagyis DO és OB aranya megegyezik a szabalyos tizszog oldalainak és a koré irt kor sugaranak az aranyaval. Igy DO

valéban a k-ba irt szabalyos tizszdg oldala, és
BE? = DE - OF

miatt BE a k-ba irt szabalyos 6tszog atloja, végill DB : BE = DO : OB miatt DB a k-ba irt szabalyos 0tszog oldala.
Forgassuk meg ezt az dbrat a DE egyenes koriil, és jeloljik a ko, k1 korok forgatasabol keletkezg gomboket Gy
lal, Gi-gyel. G1-bdl a BO forgatasabol szarmazo sik k-val egybevago kort metsz ki, tehdt az ebbe irt szabalyos 6tszog



oldalai BD-vel egyenl6ek, atloi pedig B E-vel. igy ez az 0tszog E-vel egyiitt épp a feladatban szerepld gulat hatarozza
meg, ha BD egységnyi.

A kapott gulanak G természetesen a koré irt gémbje, megmutatjuk, hogy Go a beirt gomb. A konstrukcié miatt
G érinti az alaplapot, melyben példaul a B cstcsbol indulé atlok az oldallapokkal egybevagd haromszogeket zarnak
kozre. Mivel BC' = EC, a Gy-hoz E-bdl huzott érintGsikok is k-val egybevagd koroket metszenek ki GG1-bdl, tehat a
gula oldallapjai valoban érintik Go-t.

Ha OC = g, akkor BC = oV/5, DO = o(V/5 — 1), DB? = ¢*(10 — 2V/5). Ha tehat DB = 1, akkor

) 1 5+45

7355 40

5+ V5
és a gula koré irt gdmb sugara BC' = oV/5 = \/—

8

5+5

Igy a galaba irt gomb sugara o = 0

MEGJEGYZESEK

1. Az I. megoldas szamitdsaira tamaszkodva kapcsolatot irunk le gulank, a szabalyos dodekaéder, valamint az
utobbinak magasabb faji rokonai kozott.

Az FO és GO szakaszok kifejezései alapjan a gula alapéleinél keletkezs lapszogekre tg FGO< = 2, cos FGO< =
1/v/5. Ez azt jelenti — mint alabb megmutatjuk —, hogy az oldallapok altal a kiterités kozben ,strolt” FG(F) nagysaga
lapszogek egyenlék a szabalyosan dodekaéder szomszédos lapjai kozti szogekkel (lasd a megoldas 1. abrajat). Ha tehat
az egységnyi éli dodekaéder lapjaira 1-1 példanyt illesztiink a vizsgalt galabdl — természetesen az alapotszogiiknél
fogva —, akkor az ABCDFE = L dodekaéderlapra allitott gila EAF oldallapja olyba vehets, mintha a szomszédos
AED,C1 By = L, dodekaéderlapra allitott gula EFAF; oldallapjanak lenne a kiteritése az L; alapsikba (az 1-es index
az AEO* sikra valo tiikorképet jeloli, ahol O* a dodekaéder kozéppontja). Ugyanez all a 12 gula egylittvéve 60
oldallapjara (1 . és 2. dbra a borité héatoldalan).

nl.
A gimbleliilet FPQ hdromszi
letedik oz FRR #s FRER.
walamint oz FEF
héaromszogek vetiiletei {2+1)

Azt is mondhatjuk tehat — a galdkat mell6zve — , hogy amit latunk, az a dodekaéder lapjaibdl kiterjesztéssel
keletkezett 12 csillagttszoglap egyiittese (2. abra, egyez6 csikozds-szinezés az egy-egy csillaglapot alkoté 5—5 részen).
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Es ezzel elsttiink all egyike a 4, tn. Poinsot-féle (olvasd: poenzo) magasabb faji szabalyos poliédernek. A lapok
5-0sével 4j csucsot alkotnak, 2-esével élben metszik egymast (gulacsicstol gulacsucsig, az eredeti dodekaéder cstcsai
mar nem szamitanak cstcsnak). Az Gj 12 csucs ,kis kornyezetei” konvex testszogletek.

Ezt a problémakort L. Poinsot (1777-1859) francia matematikus-fizikusnak egy, a szabalyos csillagsokszogekrol
kimondott, algebrai jellegt allitaséra tamaszkodva A. Cauchy dolgozta ki elGszor. A csillagotszoglapokat mdsodfajinak
mondjak, és ezen azt értik, hogy mialatt egy mozgd pont a megoldas 1. dbrajanak bal fels6 F-jébsl G-n at az alséd
F-be megy, majd C-n at a jobb fels6be, E-n at a bal alsoba, B-n at a jobb alsoba, végiil D-n at visszatér, ek6zben a
koriilirt koron O-bol valo vetitéssel elGallo ,yvetiilete” kétszer jarja koril a kort. Masképpen: a csillagotszog oldalainak
O-bol valo vetiiletei kétszeresen fedik le a kort.

Hasonloan, ha vetitjiik az G poliéder 12 db csillagotszog lapjat O*-bol egy, az O™ koriili gombfeliiletre, a vetiiletek
3-szorosan fedik le a gdmbot. Erre utal 4j poliéderiink maésik jelzGje: harmadfaji (a borité 3. abraja).

Szemléletesen azt mondjuk, hogy a harmadfaji, csillaglapi, konvezcsicsi szabdlyos dodekaéder 12 csticsanak konvex
burka szabélyos ikozaéder.

2. Tovabbi kett6t kapunk meg a Poinsot-poliéderek egyiittesébsl a 4. dbra kiterjesztési terve szerint. Ez annak a
10 metszésvonalnak az egyiittese, amelyekben a kozonséges szabalyos dodekaéder egy lapjanak sikjat a tobbi lapsikok
metszik (1 lap nem metszi, hiszen a 12 lap paronként parhuzamos). Tekintsiik a bels kis konvex 6tszoget fels6 lapnak,
ennek oldalegyeneseit a vele szomszédos — a ,felsé kis kosarat” alkotd — lapok sikjai metszik ki, a nagyobbik csillagbtszog
oldalegyeneseit pedig az als6 koséar 5 lapjanak sikjai.

Az els6 tjabb poliédert ugy kapjuk, hogy az ABCDE lapot az A*B*C*D*E™* konvex 0tszog keriiletéig terjesz
tjik ki (az els6 kiterjesztés az A*C*E*B*D* csillagttszogre tortént), és ugyanezt végezzik a dodekaéder mindegyik
lapjan (5. abra). A lapok most (ismét) els6fajuak, a csucsok a legutobbiak, de a ,kis kérnyezetiik” nem konvex, hanem
csillag alapu testszoglet. Uj élek jelentek meg, az eddigiek pedig eltiintek, pl. az A*C* egyenes most nem él, mert nem
hatarvonala lapnak. (Ahogyan a sikban pl. A nem cstics, amikor B* D*-ot tekintjiik élnek.) Ez a poliéder a harmadfajd,
konvex lapi, csillagesicsi szabdlyos dodekaéder.

Szemléletesen: a konvex burok még mindig az el6bbi ikozaéder, de mar nemcsak a cstcsait 6rokolte az 4j poliéder,
hanem az éleit is; a lapjai helyén viszont kis gulaszerd godrok, volgyek alakultak ki az tjabb lapkiterjesztésekbdl (6.
abra).
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6. dbra

Végiil az L lap (és minden lap) lehets legnagyobb kiterjesztésével az A™* C** E** B** D**(A*™) csillagttszoglaphoz
jutunk, ennek éleihez az also kosar lapjainak ugyanigy kiterjesztett lapjai csatlakoznak (6. dbra). A 12 -5 = 60 ék
alaku kiterjesztési részharomszog 3-asaval 20 1j cstucsot alkot, és mintegy 3-oldala gulakkal fedik be az el6bb emlitett
volgyeket. Az élek ismét Gjak. Ez a poliéder a 7-edfaji, csillaglapi, konvex csticsu szabdlyos dodekaéder. Konvex burka

szabalyos dodekaéder.

A 4-féle szabalyos dodekaéder jellemz6i

A lapok A csucsok A poli-
alakja | faja | szama | alakja | Osszefuto | faja | éder faja
élek szama
Ko6z6nséges dodekaéder | konvex 1 20 konvex 3 1 1
1. kiterjesztés csillag 2 12 konvex ) 1 3
2. kiterjesztés konvex 1 12 csillag ) 2 3
3. kiterjesztés csillag 2 20 konvex 3 1 7

A fentiekben csupén szemléletesen irtuk le ezt a 3 poliédert, a csalad negyedik tagjaval nem is foglalkoztunk, mert
az a kozonséges ikozaéderbdl fejlgdik ki. Persze azt sem bizonyitjdk a fentiek, hogy maés ilyen poliéder nem létezik.
3. A dodekaéderlapok kozti szoget a Gy. 1757-ben is hasznalt szerkesztd eljéxrésr tamaszkodva szamitjuk ki (7.

abra).

K. M. L. 57 (1978) 140. o.



7. dbra

Az A csicsba 6sszefuto 3 lap altal alkotott testszoglet AD élét felvagjuk és a DAB, DAC lapot az AB, ill. AC él
koriil beleforgatjuk az ABC' lap sikjaba. Ott az élek kozti szogek valodi nagysagban latszanak. Majd ismét felhajtjuk
a lapokat és a vetiiletiikben kisérjiik az tjra egyesiils D pontok utjat.

Legyen (D); vetiilete AB-re Dy, igy D a (D)1 Dg egyenes folott fordul vissza, hasonléan a masik a (D)s-n dtmend,
AC-re mer6leges egyenes folott, és e ketté metszése adja meg D-nek D’ vetiiletét. Az AD’ szakasz felezi az A(D);
és A(D)y kozti szoget, igy D' ADo<t = 54°, masrészt (D)1 ADg<t = 72°, ennélfogva cos DDyD'<c = D'Dy/DDy =
tg 54°/tg 72° = 1//5, amint allitottuk.



