1. Jeloljik egy tetszdleges ABC' hdromszdg szdgeit rendre a-val, B-val, illetve v-val. Az AB oldal felezd merdlegese
messe a BC oldalt vagy annak meghosszabbitdsdit az X pontban, az AC oldal felez6 merélegese pedig ugyanezt az Y
pontban. Bizonyitsuk be, hogy BC = XY teljesiilésének elegendd feltétele: tg B - tgy = 3. Mutassuk meg, hogy ez a
feltétel nem sziikséges, és adjuk meg BC = XY teljesiilésének elegendd feltételét.

Megoldas. Helyezziik el az ABC haromszoget a koordinata-rendszerben ugy, hogy a csicsok koordinatai A(aq; asz),
B(—1; 0), C(1; 0) legyenek. Az a célunk, hogy az XY szakasz hosszat tg [ - tgy segitségeével fejezziik ki.

Mivel az AB egyenes iranytangense, tg 8 = a2/(1 + a1) és az AC egyenesé tg (180° — ) = —tgy = az/(a1 — 1) és
igy tgy = a2/(1 — a1) azért
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AB felezd merdlegesének egyenlete: (a1 +1)z+ay = o AC felez6 merdlegeséé pedig: (a1 — 1)z +agy =
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1. dbra

Ezekbe y = 0-t helyettesitve, majd rendezve megkapjuk a felez6 merdlegesek és az x tengely (azaz a BC' egyenes)
metszéspontjainak az abszcisszait. A metszéspontok koordinatai:

X(a%—i—a%—l'o) Y(a%—i—a%—llo)
2(&14—1) ’ ’ 2(&1—1), '

Ebbgl az XY szakasz hossza (figyelembe véve, hogy a két abszcissza kiilonbsége negativ is lehet):

Xy — a?+a3 -1 1 :a%—i-a%;l 14 a%zl
2 a1 +1 a1 -1 1—ay 1—ay
Az (1) alatti érték helyettesitésével,
XY =|—-1+tgpB-tgvl

Mivel a koordinata-rendszer valasztasa miatt BC' = 2, az XY = BC, akkor és csakis akkor teljesiil, ha —14+tgS-tgy =
42, azaz vagy tg [ -tgy = 3, vagy pedig tg 3 - tgy = —1; a megoldas menete éppen azt mutatja, hogy mindkét kapott
feltétel elégséges XY = BC teljesiiléséhez és a kettd koziil az egyik teljesiilése sziikséges is.

Megjegyzés. A sokféle megoldasi lehetGség koziil az analitikus geometriait azért részesitettiik elényben, mert az
egyszerre szolgaltatta a sziikséges és elégséges feltételt. Simonyi Gdbor megoldasdnak elsé fele azon az észrevételen
alapult, hogy tg 5 -tgy = 3 teljesiilése esetén a haromszdg magassagpontjat, silypontjat és a koré irt kor kozéppontjat
felfiiz6 Euler-féle egyenes parhuzamos a BC' oldallal. Mint érdekességet emlitjiik meg, hogy ennek a tételnek egy szép
bizonyitasat kozolte a Kozépiskolai Mathematikai Lapok 1902-ben, Haar Alfrédnak, a vilaghird matematikusnak a
tollabol.

2. Az ag, a1, ..., a, szdmokat a kivetkezdképpen definidltuk (n > 1):
1 2
ap = 3, ak+1:ak+%, ha k=0,1, ..., n—-1
2 n

1
Bizonyitsuk be, hogy 1 — — < a,, < 1.
n



(2) ag < a1 <ag <...<ap.

1
A bizonyitas céljara az — — kiilonbség vizsgalata bizonyul célravezetének:

Qg Q41

1 1 - ? 1
1 _ Okt1 — Ok _ A - k=0,1, ..., n—1.

ag Ap+1 AkaL+1 a% n+ ag
nag | ar + —
n

(2) alapjan ebbdl mar kovetkezik, hogy
1 1 1

1
< —.
n—+an ag Af+1 n

Osszegezziik most az ilyen tipust egyenlétlenségeket k = 0-tol (n — 1)-ig:
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A 2— — < 1 egyenértékd a bizonyitandé a,, < 1 egyenlGtlenség-részlettel. Azt kell még igazolnunk, hogy a, > 1—— =
n
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———, azaz
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) an n—1 + n—1
(3)-bol kozvetleniil kovetkezik, hogy

1 n

an Cnta,

Ha ehhez most még figyelembe vessziik a mar bizonyitott a,, < 1 egyenlGtlenséget, kapjuk, hogy

1 1
— <2- <o o1 —— <14
an n+ay, n+1 n+1 n—1

és éppen ezt kellett igazolnunk.

3. Bizonyitsuk be, hogy az
xn 4 1= yn—i-l
egyenletnek, ahol n 2-nél nem kisebb egész szamot jel6l, nincs olyan pozitiv egész megolddsa x-re és y-ra, amelyben x
és n+ 1 relativ prim szdmok lennének.

Megoldas. Irjuk fel egyenletiinket
(5) a" =yttt 1= (- D YTy 1)

alakban és tegyiik fel, hogy van olyan x és y egész, amelyekre = és n+1 relativ primek, de x és y kielégitik az egyenletet.
El6szor megmutatjuk, hogy ebben az esetben y — 1 és ¢y + 4™ ' + ... +y + 1 relativ primek. Ha ui. lenne kozos p
torzstényezdjiik, akkor valamilyen A és B egésszel

(6) y—1=A4p, y=Ap+1;
(7) y 4y 4. +y+1=Bp
teljesiilne. Végezziik el (7) jobb oldalan az y = Ap+1 helyettesitést. Mivel Ap+1 minden hatvanyaban a binomialis tétel
értelmében az 1-en kiviil p-vel oszthato tagok szerepelnek, a helyettesités eredményeként azt kapjuk, hogy valamely C

egész szammal
Cp+ (n+1) = Bp,

amibdl viszont (B — C)p = n + 1 adodik, de ez azt jelenti, hogy p osztéja n + 1-nek, és (5) és (6) miatt x-nek
is. Ellentmondasra jutottunk, mert igy n + 1 és x nem relativ primek. Csak az lehetséges tehat, hogy y — 1 és



y" +y" "t 4 ...+ y + 1 relativ primek; viszont szorzatuk egy egész szam n-edik hatvanya, ezért kell, hogy mindkét
tényez6 teljes n-edik hatvany legyen. Azonban az y™ < y" +y" '+ ...+ y+1 < (y + 1)" miatt a masodik tényezs
két szomszédos egész n-edik hatvanya kozé esik, ezért nem lehet n-edik hatvany, ennélfogva ellentmondésra jutottunk,
ami a feladat allitasat bizonyitja.

4. Mely n természetes szamokra érvényes a kovetkezd dllitds: a korbe irhaté Ay As ... Asy_1As, konver sokszégnél
az A1Ag; A1+ Apgo, AsAs; ApyoAnas, - An_1An; Aopn_1As, szemkdzti oldalpdrok pdrhuzamossdgabol kivetkezik
az ApApny1, Aon Ay oldalpdr pdarhuzamossdga ?

Megoldas. Két megjegyzést bocsatunk eldre. Az elsé: ha Aj, Ao, As és By, Ba, Bs egy kor olyan egymas utani
pontjai, hogy a két pontharmas koriiljarasi irdnya azonos és Aj As || B1Ba és AsAs || BoBs, akkor az As-t tartalmazo
A1 As iv egyenls a Bo-t tartalmazo By Bs ivvel (2. abra).

A1 A?
B;

A;

Bz\—/By
2. dbra

Ez abbol kovetkezik, hogy az Ay As As<t = B1ByBs<, mert valtoszogek, igy az A1 As és ByBs ivekhez egyenld
keriileti szogek tartoznak, tehat egyenlgk.

A mésodik: ha az AB és C'D ivek egy kor egyirdnyu, egyenls hosszu ivei, akkor az AD és BC' hurok parhuzamosak (3.
abra). A feltételbdl ui. kovetkezik, hogy ACB< = CAD< (egyenld ivekhez tartozo keriileti szgek), ezért a valtoszogek
tételének megforditasabol kovetkezik, hogy AD || BC.

e

3. dbra

Most megmutatjuk, hogy a feladat allitdsa paratlan n-ekre igaz. Tegyiik fel — a feladat kikotéseinek megfelelGen
—, hogy a korbe irt konvex 2n-szogben A;As || Api1Ant2, A4z || Ani2Anis, oy An—14y || Aon—142, A sokszog
konvex voltabol kbvetkezik, hOgy az A1A2A3 és An+1An+2An+3, az A3A4A5 és An+3An+4An+5, ceey An,QAnflAn és
Agp—oAsn_1Ag, pontharmasok egyezd koriiljarasiak; és ezért elsé megjegyzésiink értelmében A/lA\g = Anerg, A/3A\5 =
= An@H—,, ey A:;éln = Agn/_2\142n, és mivel n paratlan, ezért a fentiekben az A/lA\n és Amgn minden rész-
ivét felsoroltuk. Tehat m = Amzn, ebbdl viszont masodik megjegyzésiink alapjan kovetkezik, hogy az A; Aay,
és A, An41 oldalak is parhuzamosak (4. abra).



Ay A

Egy ellenpéldan megmutatjuk, hogy ha n paros, n — 1 oldalpar parhuzamossagabol altalaban még nem kovetkezik

az n-edik oldalpar parhuzamossaga.
Vélasszuk az egységsugara korbe irt sokszog cstcsait ugy, hogy a szomszédos cstcsok kozotti ivekre az alabbi

feltételek teljesiiljenek:

. _ 3 . . _
A1Ag = A3Ay = ... = Ay 1 Ap = o = AptoAnisz = AppaAnys = ... = A 2A2n-1;
— — — T — — —
AsAs = AyAs = ... = Ap_2Ap_1 = o = Ani1Anye = Apg3Anpa = ... = Agp_1A0p;
AgAny1 = = = sy Ay
n

T
Ez a felosztas szemléletesen azt jelenti, hogy haromféle koriv fordul el6 a szomszédos csiicsok kdzott: o hosszisaga
n

Y Y
(I. tipus), ennek harmadrésze, on hosszusaga (IL. tipus), és végiil két iv hossza —.
n n

4,

5. dbra

Az L-es és Il-es tipusu ivek felvaltva kovetik egymast az A; cstucstol az A,-ig, majd Gjra az A,41-bol Ag,-ig (az
5. abran n = 4), a csticsokat a korbe irt 4n oldala szabalyos sokszog cstcsaibdl valasztjuk ki. Ebbél kovetkezik, hogy
ha kivalasztjuk az ApAgy1 és ApirAnirr1 oldalakat, ezek parhuzamosak lesznek, ha k # n, mivel az elrendezés
miatt Akm_% = An;:Ak, viszont A, A, 41 és Aap Ay nem lehetnek parhuzamosak, mert ehhez A/lA\n = Aﬂgn



n—2

teljesiilésére lenne sziikség. Azonban A/lA\n g darab I. tipusi és darab II. tipusa ivbdl all, tehat

— n 31 n—2 T 2n —1
Adn =5 ot 5 0T T,

B

— n — 2 n
és Ap114a, 5 darab I. tipusu és 3 darab II. tipusu ivet tartalmaz, ezért

— n—2 3t nmw 2n — 3
Apj1lgy = —— —+-— = ;
+1472 5 w2 o "

igy tehat A, A, 41 valoban nem parhuzamos As, A1-gyel (Bohus Géza példaja).

Megjegyzések. Komplex szamok segitségével a feladat elsG részére egyszerd és altalanosabb érvényd megoldést lehet
adni, felhasznélva azt, hogy ha a komplex szamsik 0 pontja koré irt koron kivalasztjuk az a, b, ¢, d pontokat, az ab és
cd hurok parhuzamossagéanak feltétele az ab = cd egyenlség teljesiilése. Jeloljiik a sokszog cstuicsaihoz tartozd komplex
szamokat a megfelel§ kisbettikkel (a sokszog koézéppontja a szamsik 0 pontja). A feladat feltételei szerint

a102 = Ap41an42, An420p43 = A203, @304 = Ap43An44, .., Ap—1Ap—2 = A2p—202n—1,
A2n—102n = An—10n
Ezeknek az egyenlGségeknek megfelel oldalait Gsszeszorozva egyszertsités utan az ajag, = ana,41 egyenlséget kap-
juk, ami éppen az n-edik oldalpar parhuzamossagat bizonyitja. Figyeljiik meg, hogy ez a bizonyitads nem hasznalta

fel a sokszog konvex voltat, tehat az onmagat dtmetszé sokszogvonalra is jo. Ilyen sokszéget mutat n = 3 esetén a 6.
abra.

A T A
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6. dbra

5. Valamely sikbeli derékszogd koordindta-rendszer x tengelyével parhuzamos egyenest akkor nevezink trianguldris-
nak, ha balrdl jobbra haladva olyan kilonbozé A, B, C és D pontokban metszi az

y:x4+px3+q:172—|—r:17—|—s

egyenletd gorbét, hogy az AB, AC és AD szakaszok egy hdromszdg oldalai lehetnek.
Bizonyitsuk be, hogy az x tengellyel pdrhuzamos egyenesek kézil a széban forgs gorbét négy kilonbozé pontban
metszdknek vagy mindegyike trianguldris vagy egyik sem az.

Megoldas. A gorbét egy, az z-tengellyel parhuzamos e egyenes messe rendre az A, B, C, D pontokban, legyenek
az A koordinatai A(t, d). Toljuk el a koordinéata-rendszer kezdépontjat A-ba, a gorbe egyenletét az Gj rendszerben az
x — x+t, y = y+ d helyettesitéssel kapjuk meg:

y+d=(z+t)" +p+t)° +qx+t)° +r@+t)+s,
ebbdl :
y=a*+ (4t + p)a® + (6t> + 3pt + q)a* + (4t + 3pt® + 2tq + r)z + (t* + pt® + qt* + rt + 5) — d.
Az 4j egytitthatokat rendre P, @, R, S-sel jelolve, a gorbe egyenlete

y=2a+ P2+ Q2>+ Rz + S



alaki, mivel azonban az origd rajta van a gérbén, S = 0. Az A, B, C, D pontokhoz tartozo x értékek éppen az
4+ P+ Qe+ R =0

egyenlet gyokei, az A-hoz éppen az x = 0 tartozik. A B, C, D pontok abszcisszait jelolje rendre t1, to, t3, (t1 < to < t3)
ezek tehat kielégitik az
224+ P’ +Qr+R=0

egyenletet. Annak feltétele, hogy a t1, to, t3 szakaszokbol szerkeszthets legyen haromszog, az, hogy —t1 + to + t3 > 0,
t;1 —to +t3 > 0, t1 + 2 — t3 > 0 egyenlStlenségek teljesiilnek (ebbdl az els6 ketts a nagysagrendi sorrend miatt eleve
teljesiil), azaz

(8) (—t1 +t2 +t3)(t1 — t2 +t3)(t1 +t2 —t3) >0

kell, hogy fennalljon.

A harmadfoku egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozotti Osszefiiggés alapjan t1 +to +t3 = — P, tite +tats +t3t; = Q;
és titats = —R. Mint arrol szamolassal konnyen meggy6zddhetiink, (8) bal oldalan P? — 4PQ + 8R all, tehat annak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy az e egyenes triangularis legyen az, hogy

§=P3—4PQ+8R>0
teljestiljon. Viszont — szamolassal ezt is konnyen igazolhatjuk —
§ = P3 —4PQ +8R = p> — 4dpq + 8r.

tehat § értéke fliggetlen az e egyenes felvételétdl, ezért ha egy e egyenesre 6 > 0 akkor mindre az; és ha egy egyenesre
0 < 0, akkor mindegyikre ez teljesiil, tehat a megengedett egyeneseknek vagy mindegyike triangularis, vagy egyike sem
az. (Hasonlo elven alapul6 bizonyitast adott a feladatra Tardos Gdbor).

Megjegyzés. Egy egyszert, de a szemléletnek nagyobb szerepet biztosité megoldast adott a feladatra Benkd Balint.
Ennek lényege: az A, B, C, D pontok trianguléris voltanak a feltétele AB < AC < AD miatt AD < AB + AC, azaz
AB+ BC +CD < AB + AB + BC, tehat CD < AB, a négy pont egyenese viszont nem triangularis, ha C'D > AB.
Tegyiik most fel, hogy van egy e egyenes, amelyen CD < AB és egy masik e’ egyenes, amelyen az A', B, C', D’
metszéspontokra a C'D’ > A’B’ teljesiil. Az e egyenest ¢’ felé tolva ezért van egy olyan e* helyzet, amelyen az A*,
B*, C*, D* metszéspontokra C*D* = A* B* &ll fenn.
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7. dabra

Ha viszont a koordinata-rendszert ugy valasztjuk, hogy az x tengely e*-gal essék egybe, és A*, D*, ill. B*, C*
szimmetrikusak legyenek az origora (7. dbra), akkor a pontok abszcisszai rendre a, —a, b, —b alakuak, tehat a gorbe
egyenlete

y=(z+a)(z—a)(z+b)(z—b) = (2 — a®)(2® - 7).



Ez azt jelenti, hogy a gorbe szimmetrikus az y tengelyre, tehdt minden széba jové e egyenes esetén AB = CD, ami
ellentmond annak a feltevésnek, hogy egyszerre létezik triangularis és nem-triangularis egyenes is.

6. Allapitsuk meg, hogy mely szamjegyek dllanak kozvetlenil a tizedes vessz6tdl balra és jobbra
(\/§+ \/5)1980

szam tizes szamrendszerben felirt alakjdban.

Megoldas. A vizsgaland6 szam ,nagyon kicsit” valtozik, ha hozzédadjuk a reciprokat, (\/§ - \/5)1980—’5: Legyen

A= (V3+V2)!%0 4 (V3 - v2)19%,

Mivel
(V3+V2?2=5+2v6 & (V3—v2)?=5-2V6,

azért,
A= (5+2v6)"0 + (5 - 2V6)%0.

Fejtsiik most ezt ki a binomialis tétel segitségével

990 990
A=5"04 ( | )5989 2V6 4.+ (989)5 - (2V6)%% + (2v/6)7 4 5790

990 990
_< 1 >59892\/6+_ (989>5(2\/6)989+(2\/6)990_25990+_|_

+2 (gzg) 52,2998 . 6191 2. 2990 6195,

A kapott 6sszeg minden tagja egész, ezért A is egész, és az utolso tag kivételével minden tag oszthatd 10-zel, ezért A
vegzGdése az utolsé tag végzédesével azonos. Az utolso tag: 291 - 69 Tudjuk; hogy 6 minden hatvanya 6-ra végzodik,
2 hatvanyainak a végzGdései pedig rendre 2, 4, 8, 6, ... s innen periodikusan ismétl6dik. Mivel 991 = 4 - 247 4 3,
azért 299! 8-ra vegzédik és igy A végzddese 8 - 6 vegzddésével azonos, tehat 8-cal.

Viszont 5 — 26 < 0,2, ezért (5—2v6)° < (0,22)%° = 0,04%% < 0,1%°, tehat (5 —2v/6)°% tizes szamrendszerbeli
alakjaban a tizedesvesszd utan legalabb 495 nulla kovetkezik, ezért

(\/§_|_ \/5)1980 _ (5+2\/6)990 :A_(\/g_ﬁ)wso:
—XXX..8-000..0XX...=XXX...7999...XX...

a tizedesvesszd mellett 4ll6 szamjegyek tehat ... 7, 9...

Megjegyzés. Eredmeényre juthatunk az
Uy = (5+2V6)" + (5 - 2v6)"

sorozat vizsgalataval is. Megmutathato, hogy a sorozatelemek kielégitik az U,y2 = = 10U,4+1 — U, 0n. rekurzios
formulat, azaz U, + Upyo = 10U, 41, azaz a sorozat masodszomszédos elemeinek az Gsszege 10-zel oszthatd; mivel
Uy =10, Uy = 98, ezért a sorozatelemek végzédései: 0, 8, 0, 2,0, 8,0, 2... és emiatt Uggg 8-ra végzddik.



