Olimpiai el6készitd feladatok

Ebben a rovatban havonta tiz—tiz olyan érdekes — kdnnyebb vagy nehezebb — feladatot fogunk elmondani, amelyek
a Matematikai Didkolimpiara el6készit6iil szolgalnak. A feladatok megoldasat nem kérjiik bekiildeni, és a megoldasokat
sem fogjuk ismertetni.

1. Igazoljuk, hogy a héromszdg oldalai kozott fennall a kévetkezs egyenlétlenség:
(a®> = b*)2 + (1 =2+ (2 —a®)? <a* + b +

2. Az ABC haromszog beirt, illetve a BC' oldaldhoz hozzairt korének a BC' oldalra illeszkedd pontjat jelolje E,
illetve G. A korok kozéppontjai O, illetve H, a BC oldal felez6pontja F'. Igazoljuk, hogy az FH és FA egyenesek
parhuzamosak, az AG és OF egyenesek pedig a beirt koron metszik egymaést.

3. Tekintsiik mindazokat a haromszogeket, melyekben az AC és a BC' oldal hossza adott. Valasszuk ki ezek koziil
azt, amelynek a beirt r sugart kore a lehet legnagyobb. Igazoljuk, hogy ennek a haromszognek az oldalegyeneseit
érint6 korok sugaraira fennall a kovetkezs Osszefiiggés:

rT=Tq+Th—Tc;

4. Szerkessziik meg az ABC héaromszoget, ha adott az AB és AC oldala, és tudjuk, hogy a héromszog Euler—
egyenese merdleges a haromszog koré irt kor A pontjahoz tartozo sugarara.

5. Igazoljuk, hogy az ABC héromszog sulypontjdnak az AB oldalra vonatkoz6 tiikkérképe akkor és csak akkor
illeszkedik a haromszog koré irt korére, ha az AB oldal a masik két oldal négyzetes kozepe.

6. Az ABC héaromszog A, illetve B csicsan atmend kiils6 szogfelezGjének a BC, illetve AC egyenesre illeszkedd
pontjat jelolje A’, illetve B’. Tekintsiik az A’ B’ szakasz egy P pontjanak tavolsagat a haromszdg oldalegyeneseitdl.
Igazoljuk, hogy az AB egyenestdl mért tavolsag egyenld a méasik két tavolsag Gsszegével.

7. Jelolje a haromszog két oldalat a és b, az altaluk bezart szoget ~y, az oldalakhoz tartozé silyvonalakat s,, sp,
ezek hajlasszogét . Szerkessziik meg a haromszoget, ha adott

a) Sa, b, 73

b) a, b, €.

8. A haromszog hozzairt koreinek koézéppontjait kossiik Ossze a megfelels oldalak felez6pontjaival. Mutassuk meg,
hogy a harom egyenes egy ponton megy &t.

9. Rogzitsiik az ABC haromszog A és B csicsat, és tekintsiik azokat a hdromszogeket, melyek magassagpontja a
haromszog AB oldalaval parhuzamos kézépvonaldn van. Mi a C' csucspontok mértani helye?

10. Igazoljuk, hogy az alabbi egyenl6tlenség teljesiil minden z, y, z valos szamra, ahol a, B, v valamely haromszog
szogei:

rT+y+z
2

2
) > yz-sin? a + zz - sin® B + yx - sin? 4.



