Csillag6tszogek

Héatso6 boritonkon egy szabalyos tizszogbe kiilonb6z6 mérett szabalyos csillagétszogeket rajzoltunk. Ha az 6tszogek
rajzolasat a megadott minta alapjan vég nélkiil folytatjuk, akkor végiil a tizszog teriiletének hanyad részét fedjik le?
Erre a kérdésre valaszolunk.
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Vegyiik észre, hogy a legnagyobb csillagttszoghdl éppen 10 darab van,; az eggyel kisebb méretbdl 40; a még eggyel
kisebb méretibdl (az abran szerepls legkisebb csillagotszogbdl) pedig 50. Ha a kévetkezd sorozat 6tszoget rajzoljuk
be, akkor a kdzéppont koriil 10, a sarkoknal 4-4 0j 6tszdg keriil a tizszogbe, azaz ismét 50. Igy ha az i-edik méreti
Otszog teriilete t;, akkor a csillagok altal lefedett teriilet

T =10ty + 40t2 + 50t5 + 50ty + ... + 50, + ... .
Vegyiik észre még azt is, hogy ezek a csillagok mind hasonléak egymashoz, és hasonlésdguk aranya az 1. abra szerint

q=BC: AB.

1. dbra

Ezt az aranyt konnyen ki tudjuk szamitani. Mivel A és B egy szabalyos 6tszog két egyméas utani csicsa, azért
BAC<« = 36°, valamint ABC< = 72°, és igy az ABC héaromszog egyenld szart. Hasonléan az ABD és a BCD



haromszog is egyenld szari, és ez utébbi hasonlé az ABC haromszoghtz. De CD = AC—AD = AB—BD = AB— BC,
és igy az AB : BC' = BC : CD aranyparbol

BC?* = AB-CD = AB-(AB — BC) = AB* — AB - BC,

azaz

ahonnan ¢ > 0 alapjan ¢ = (v/5 — 1)/2.
Hasonlo alakzatok teriiletének aranya a hasonlosagi aranyuk négyzetével egyenls. Tehat ¢> =ttty =ty 1tz = ...,
amibél T' értéke
T = t1(10 4+ 40> + 50¢* . .. + 50¢*" +...).

Hasznéljuk fel, hogy 0 < ¢ < 1, és ekkor az 14+¢°+¢*+. .. végtelen mértani sor hatarértéke (6sszege) éppen 1/(1—¢?),
s azt kapjuk, hogy
T =30t (V5 —1).

Mar csak t; értékét kell meghataroznunk. A 2. abréan felrajzoltuk az egyik legnagyobb csillagotszoget és a szabélyos
tizszognek a hozza tartozé kozépponti haromszogét.
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Csak gy, mint az el6bb, most is azt kapjuk, hogy AB : BB’ = BB’ : B'C = q. Tegyiik fel, hogy az OAB héromszog
teriilete éppen 1, azaz a szabalyos tizszog teriilete 10. Ekkor az ABB’ haromszog teriilete ¢2, hiszen az OAB és az
ABB' haromszogek hasonloak, és hasonlésagi aranyuk g. Hasonléan az A'C A és az A” B” O haromszogek egybevagoak,
és teriiletiik ¢*. Kovetkezésképp az A’ A” B” B'C szabalyos 6tszog teriilete 1 —q¢? —2¢*. Ebbdl a csillagdtszog t; teriiletét
tgy kapjuk meg, hogy levonjuk belsle a B'C' alapi, vonalkdzott haromszog teriiletének 6tszordsét. Ez a haromszog
hasonl6 az ABC' haromszoghoz, melynek terillete Tapp — Tepc = ¢° — ¢*, s hasonlosagi aranyuk AB : B'C = ¢?,
tehat a levonando teriilet 5¢*(¢ — ¢*). Osszefoglalva,

t1=1—-¢*>—2¢" —5¢*(¢* —¢*) =65 —29v5=10,15. .. .

Igy a keresett arany

1% =3(v5—1)(65 —29v5) = 0,571... .

(A Kvant c. foly6irat nyoméan.)



