Az igazmondd, a hazug és a kiismerhetetlen emberekrs]]

A gondolkodtatd matematikai feladatok kozott kiilonosen érdekesek a logikai feladatok. Ezek altaldban nem kivan-
nak kiilontsebb matematikai ismereteket, és megoldasaikat még azok is meg tudjék érteni, akik kiilénben tavol allnak a
matematikatol. Ebben a cikkben négy ilyen logikai feladatot ismertetiink. A feladatokban lesz sz6 igazmondd emberek-
r6l, akik minden esetben csak az igazat mondjak, és hazugokrol, akik csak hazugsagot mondanak. Azonban, ahogyan
latni fogjuk, a legnehezebbek és egyuttal a legérdekesebbek azok a feladatok, melyekben még kiismerhetetlenekkel is
talalkozunk, azaz olyan emberekkel, akik barmit mondhatnak csakhogy a kérdez6t minél jobban Gsszezavarjak.

1. felada. Két ut talalkozasanal, melyek koziil az egyik az A varosba, a masik pedig a B véarosba vezet, egy
matematikus talalkozik valamelyik varos lakdjaval. Az A varosban csupa igazmondé ember lakik, a B varosban pedig
csak hazugok élnek. Megtudhatja-e a matematikus egyetlen kérdéssel, hogy melyik ut vezet a A varosba?

Erre a feladatra még akkor is ,jigen” a valasz, ha még azt a tovabbi megszoritast is tessziik, hogy csak olyan kérdést
lehet feltenni, melyre ,igen”nel vagy ,nem”™mel kell vilaszolni. Példaul az 1. feladatot megoldd kérdés a kovetkezs
lehet: ,Ez az az ut (és az egyik utra ramutatunk), amelyik az 6n lakhelyére vezet 7”7 Konnyen ellenérizhetjiik, hogy
az igen” valasz azt jelenti, hogy az at A-ba vezet, a ,nem” valasz pedig azt, hogy B-be. Valoban, ha a valaszadd az
A véaros lakoja, akkor mindig igazat mond, ezért az ,igen” azt jelenti, hogy a kérdéses ut A-ba vezet, a ,nem” valasz
pedig azt, hogy B-be. Hogyha a valaszad6 B-bél vald, akkor az ,igen” vilasz — mivel ez az ember soha nem az igazat
mondja — azt jelenti, hogy az Gt nem B-be vezet, vagyis hogy A-ba, a ,nem” valasza pedig azt jelenti, hogy az ut a
lakhelyére, azaz B-be vezet. Igy mindkét esetben az ,igen” véalasz jelenti azt, hogy az 1t A-ba, a ,nem” vélasz pedig
azt, hogy B-be megy, ahogyan allitottuk.

Vegyiik észre, hogy a megoldas soran nem dontottiik el, hogy A vagy B varos lakdjaval beszéltiink, de erre nem is
volt sziikségilink. A szerz6 sok més megoldésat is ismeri ennek a feladatnak, de mindegyik egy és ugyanazon az Gtleten
alapszik: azt a kérdést, hogy az egyik ut A-ba vezet-e, olyan forméaban kell feltenni, hogy a hazugnak ,kétszeresen
tagadott” valaszt kelljen adnia. S mivel a kétszeresen tagadott allitds ekvivalens az eredetivel, azért ilyenkor a hazug
ugyanazt a valaszt adja, mint az igazmondé. Ez tortént a mi megoldasunkban is.

A masodik feladat, amit elemezni fogunk, az elsének egy nehezitett valtozata. A nehezités abban &ll, hogy a
valaszadok kozé egy kiismerhetetlen is keriil.

2. feladat. Az 1. feladat feltételei mellett tegyiik fel, hogy a matematikus az eldgazasnal nem egy, hanem harom
emberrel talalkozik. Koziilik az egyik az A varosbol, a masik a B varosbol vald, a harmadik pedig kiismerhetetlen.
A matematikus tudja, hogy a hérom koziil az egyik A-beli, a mésik B-beli, a harmadik pedig kiismerhetetlen, de azt
mar nem tudja, hogy ki kicsoda. Megtudhatja-e két kérdéssel, hogy melyik ut vezet A-ba?

Kicsit pontosabban fogalmazva: mindkét kérdését az ott all6 harom ember barmelyikének felteheti, de a kérdésekre
csak az valaszol, akinek azt feltette. Ezen kiviil a hdrom ember tudja egymasrol, hogy ,ki kicsoda” és azt is, hogy
melyik at vezet A-ba és melyik B-be.

Az elso feladat megoldasa a kovetkezo otletet adja. Ki lehetne-e az els6 kérdéssel a hdrom ember kozil vilasztani
valakit, aki biztosan nem a kiismerhetetlen (vagyis aki kiismerhet6)? Ezzel ugyanis a 2. feladatot visszavezetjik az 1.
feladatra: a kivalasztott embernek ugyanazt a kérdést tennénk fel, mint az els6 feladat megoldésanal, és a valaszbol
megtudnank, melyik at vezet A-ba. Béar ilyen kérdést fel lehet tenni, de a kérdésre, legalabbis a szerz6 véleménye
szerint, nem konnyd rajonni.

Az egyszertiség kedvéért allitsuk sorba a harom embert. Az els6nek a kovetkezd kérdést tessziik fel: | Tegyiik fel,
hogy mindharman, azonnal elindulnak vagy az A-ba vagy a B-be vezetd uton a kovetkezs feltételek szerint: az A
varos lakoja A-ba, a B varos lakdja B-be, a kiismerhetetlen pedig — hacsak nem 6n az — 6nnel tart, ha pedig 6n a
kiismerhetetlen, akkor oda indul, ahova tetszik. Vajon ezekkel a feltételekkel ez az ember (itt a masodikra mutatunk)
A-ba indulna el 77

Azt allitjuk, hogy ha a vélasz ,jigen”, akkor a harmadik ember biztosan nem kiismerhetetlen, ha pedig a véilasz ,,nem”,
akkor a mésodik nem az. Valéban, ha a kiismerhetetlent kérdeztiik meg, akkor sem a mésodik, sem a harmadik nem
kiismerhetetlen. Ha a kérdést az igazmondonak tettiik fel, akkor az ,igen” azt jelenti, hogy a mésodik a kiismerhetetlen,
kovetkezésképp a harmadik nem az. Ellenkez6leg, a ,nem” valasz arrdl tantskodik, hogy a mésodik ember a hazug
(hiszen csak a hazug nem megy vele egyiitt). Ha ugyanezt a kérdést a hazugnak tessziik fel, akkor az 6 ,igen’je
azt jelenti, mivel a kiismerhetetlen B-be tart, az igazmond6 pedig A-ba, hogy a masodik ember a kiismerhetetlen; a
harmadik pedig az igazmondd. A jnem” vélasz pedig, éppen ellenkezéleg, azt jelenti, hogy a masodik az igazmondo, a
harmadik pedig a kiismerhetetlen.

Az Osszes lehetséges esetet végignézve lattuk, hogy az ,igen” vélasz esetén a harmadik, a ,nem” vélasz esetén a
méasodik ember egészen biztosan kiismerhets. Ily médon mindkét esetben ki tudjuk valasztani az egyik kiismerhets
embert, és ezzel a 2. feladatot megoldottuk.

Vegyiik észre, hogy az 1. feladat megoldasahoz hasonléan az alapotlet az, hogy a hazugot kétszeres tagadésra
kényszeritettiik, azaz elértiik, hogy valaszai ugyanazok legyenek, mint az igazmond6 véalaszai, és ezzel a kérdéssel
megkiilonboztettiik a kiismerhetetlent a tobbiektdl.

Kvant, 1980, 11. szam
2Az 1. és a 2. feladatot a szerz6 el6szor Major Péter magyar matematikustol hallotta. Lasd még Futo Péter cikkét: A sivatag torvénye,
avagy: ne bantsd a hazugot! KOMAL, 1979. szeptember, 12. oldal.



3. felada. Egy tudomanyos kongresszuson N tudods vesz részt, piripocsiak és nekeresdiek. A résztvevok kozott
a piripocsiak vannak tobben, és mindig igazat mondanak, a nekeresdiek viszont mindig hazudnak. A kongresszusra
egy matematikust kiildtek azzal a feladattal, hogy &llapitsa meg a tudésokrol, hogy ki honnan jott. Ehhez barmelyik
tudostol megkérdezheti, hogy barmelyik méasik tudés honnét vald. Adjunk még olyan eljarast, mellyel a matematikus
N — 1 kérdéssel ki tudja deriteni, hogy ki hova valé.

A 3. feladat megoldasa aranylag egyszerd. Nevezetesen kérdezziink meg egy tetsz6leges tudost (a meghatarozottsag
kedvéért nevezziik 6t elsének) az Osszes tobbirsl. Végeredményben a tobbi N — 1 tudost két részre oszthatjuk; azokra,
akikrél az elsé tudds azt allitotta, hogy piripocsiak, és azokra, akikrdl azt allitotta, hogy nekeresdiek. Csatoljuk az
els6 tudodst az els6 csoporthoz, és vegyiik a csoportok koziil a nagyobbikat. Az ebben a csoportban levé tudésok a
piripocsiak, a masik csoport tudosai a nekeresdiek. (Bizonyitsuk be!) Ezzel a feladatot megoldottuk.

Most érkeztiink el cikkiink legfontosabb feladatahoz. Ennek feltételei megegyeznek a 3. feladat feltételeivel, azzal
a kiilonbséggel, hogy a nekeresdiek mar nem hazugok, hanem kiismerhetetlenek

Ez a feladat Gsszehasonlithatatlanul nehezebb az el6zénél. Ez azért van igy, mert bar a hazug emberek nem
mondanak igazat, de mondhatni ,kovetkezetesen hazugok”, és igy valaszaikbol csaknem ugyanannyi informaciot lehet
kapni, mint az igazmondo6 emberek valaszaibol. A kiismerhetetlenek valasza viszont tetszéleges lehet, igy t6litk sokkal
nehezebb feladat barmiféle informéciét kapni.

Az alabb vazolt megoldas egy modszert ad arra, hogyan lehet [3N/2]-nél kevesebb kérdéssel eldonteni, hogy ki
piripocsi és ki nekeresdi. Pontosabban ¢ = 3k kérdéssel, ha N = 2k + 1 paratlan szdm, és ¢ = 3k + 1 kérdéssel, ha
N =2k + 2, paros szam (k > 1).

Els6ként azt az esetet tekintjiik, amikor N paratlan. A keresett médszert k-ra vonatkozo indukcidval adjuk meg.
Ha a konferencian N = 1 tudos vesz részt (k = 0), akkor 6 nyilvanvaléan piripdcsi, mivel Piripdcsrol jott a résztvevok
tobbsége. Egyetlen kérdést sem kell ebben az esetben foltenniink, tehat ¢ =0 =3 - 0.

Tegyiik fel most mar, hogy minden, adott N = 2k + 1-nél kevesebb paratlan egész szamra méar ismeriink olyan
eljarast, amely a feladatot a megkovetelt szamu kérdéssel megoldja. Mutatunk N = 2k + 1-re is egy ilyen eljarast.
A kényelem kedvéért szamozzuk meg a konferencia résztvevdit tetszéleges sorrendben, és kérdezziik meg a méasodik,
harmadik stb. résztvevst, hogy honnan jott az elsé. A kérdezGskodést csak akkor hagyjuk abba, mikor az alabbi két
esemény valamelyike bekdvetkezik:

A esemény. A megkérdezett tudosok koziil a tobbség azt allitja, hogy az els6 tudos nekeresdi.

B esemény. Azoknak a tudosoknak a szama, akik azt allitottak, hogy az els6 tudés piripocsi, éppen k.

Vilagos, hogy ha az A esemény kovetkezik be, és addig a pillanatig a megkérdezettek koziil p allitotta azt, hogy
az els6 tudos piripocsi, és n azt, hogy nekeresdi, akkor n = p + 1. (Valoban, n > p, és ha n > p + 2, volna, akkor
az A esemény mar legalabb egy kérdéssel korabban is bekovetkezett volna.) Ezenkiviil az is vilagos, hogy addig
g1 = n+p=2n — 1 kérdés hangzott el. (Specialisan az A esemény kovetkezik be, ha mindjart a masodik tudos allitja
az elsorol, hogy nekeresdi, akkor p=0ésn=1.)

Ha a B esemény kovetkezett be, és n tudos azt allitotta, hogy az elsd nekeresdi, akkor a feltett kérdések szama
éppen q1 = k +n.

Nem nehéz belatni, hogy a kérdezéskddést még azelstt befejezziik, miel6tt a konferencian részt vevs dsszes tudosra
sor keriilne. Valéban, tegyiik fel, hogy nem igy volna. Ekkor az utols6 tudds megkérdezése elGtt sem az A, sem a
B esemény nem kovetkezett be. Legyen ebben a pillanatban p azoknak a tudésoknak a szama, akik az els6rél azt
allitottak, hogy piripdcsi, és legyen n azoké, akik szerint az els6 nekeresdi. Mivel az A esemény nem kovetkezett be,
azért n < p. S mivel a B esemény sem kovetkezett be, azért p < k — 1. Igy a kérdések 6sszes szama n +p < 2(k — 1).
Ha ehhez hozzavessziik az els6 és utolsé tudost is, akkor azt kapjuk, hogy a konferencia résztvevGinek szdma legfeljebb
2k, noha Gsszesen (2k+ 1)-en vannak. A kapott ellentmondas igazolja, hogy az A és B események valamelyike biztosan
bekovetkezik még azel6tt, miel6tt az utolsé tuddst is meg kellene kérdezniink.

Tegyiik fel, hogy az A esemény kovetkezett be. Allitjuk, hogy abban a csoportban, mely az els6 tudésbol és a
megkérdezettekbdl all, a nekeresdiek legaldbb annyian vannak, mint a piripocsiak.

Valéban, ha az elsé tudéds piripocsi, akkor az az n tudds, aki 6t nekeresdinek mondta, maga is Nekeresdrdl jott.
Mivel a csoportban 6sszesen 1+n+p = 2n tudds van, azért a nekeresdiek szdma nem kevesebb a piripocsiak szamanal.
Ha viszont az els6 tudos nekeresdi, akkor az a p tudoés is nekeresdi, akik réla azt allitottadk, hogy piripocsi. Ezért ez
esetben is a nekeresdiek szama legalabb 1+ p = n.

Tovabba a feladat feltételei szerint a piripocsiak egyiittvéve tobben vannak a nekeresdieknél, ezért az N — 2n =
2(k —n) + 1 fobol allo maradék tarsasagban a piripdcsiak szama szintén meghaladja a nekeresdiekét. Az N — 2n
nyilvanvaléan kisebb N-nél, ezért az indukcios feltételiink szerint létezik olyan, legfeljebb go = 3(k — n) kérdést
felhasznalo eljaras, amely tisztdzza, hogy a maradék tarsasagban melyik tudds hova valo. Valasszunk ki most ebbdl a
tarsasagbol egy piripocsit (ilyen nyilvanvaldan van), és kérdezziik meg téle (erre g3 = 1 kérdést hasznalunk el), hogy
az els6 tudos honnan valo.

Ha Nekeresdrél valé, akkor az a p tudds aki azt allitotta, hogy 6 piripocsi, biztosan Nekeresdr6l jott. Ezért csak
az maradt hatra, hogy a Piripécsrél vald tudésunk segitségével megtudjuk, hogy az az n tudés honnan jott, akik az

3A feladatnak itt az F.2255-nek megfelel$ valtozatat mondjuk el.
4Lasd az F. 2255. feladat megoldasat 1980. oktoberi szamunk 67. oldalan. Az F. 2255. feladat azt kivetelte, hogy a) N2/2, illetve b)
10N kérdéssel dontsiik el, hogy ki hova valo.



els6 tudosrol azt allitottak, hogy nekeresdi (ehhez g4 = n kérdés kell). Végeredményben tehat a konferencia mindegyik
résztvevgjérsl megtudtuk, hogy honnan jott, és ehhez Gsszesen ¢ = g1 + g2+ g3+ =2n—1+3(k—n)+14+n =3k
kérdést tettiink fel, ahogyan azt igértiik.

Ha az els6 tudosrol az deriilne ki, hogy piripdcsi, akkor az az n tudés, aki 6t nekeresdinek mondta, biztosan
nekeresdi lakos. Igy a piripocsi tudésunk segitségével csak azt kell tisztaznunk, hogy az a p tudés honnan valo, akik
szerint az els6 tudos piripocsi. Ehhez q4 = p kérdés kell, és a kérdések szdma Osszesen ¢ = q1 + q2 + q3 + q4 =
2n—1+43(k—n)+1+p=3k— 1, eggyel kevesebb, mint amennyit felhasznalhattunk volna. Ezzel azt az esetet, mikor
az A esemény kovetkezett be, teljesen kielemeztiik.

Tekintsiik most azt az esetet, mikor a B esemény kovetkezik be. Allitjuk, hogy ekkor az elsé tudés piripocsi.

Valoban, ha nekeresdi volna, akkor az a k tudoés, aki 6t piripocsinak mondta, szintén Nekeresdrsl jott volna. Igy a
nekeresdiekbdl legaldbb k + 1 lenne, tobb a tudosok felénél, ellentétben a feladat feltételeivel.

Igy az els6 tudos piripocsi, és az az n tudos, aki rola azt allitotta, hogy nekeresdi, maga is Nekeresdrél valo. Most
azt az elsé tudos segitségével tisztazzuk, hogy ki hova valé a koziil a k tudés koziil, akik 6t piripécsinak mondtak
(ehhez ¢3 = k kérdést hasznalunk el), és hogy ki hova valé azok koziil, akiket korabban még nem kérdeztiink meg
(ehhez tovabbi g3 = N — (1+k+n) =2k+1—1—k —n =k — n kérdésre van sziikség).

Ezzel tokéletesen tisztaztuk mindegyik lakhelyét ¢ = ¢1 +q2 + g3 = k+n+ k+ k —n = 3k kérdéssel. Mindkét
lehetséges esetet — amikor az A esemény és amikor a B esemény kovetkezik be — megvizsgaltuk, tehat paratlan sok
résztvevd esetére a feladatot teljesen megoldottuk.

Péaros N esetén a feladat megoldasa sz6 szerint megegyezik azzal, amit paratlan N-re megadtunk, és gyakorlasként
azokra hagyjuk, akik alaposabban meg kivinjak érteni a bemutatott megoldast.



